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Ââåäåíèå

Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû.

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíî-

ñòè ôðàãìåíòîâ èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà.

Èñ÷èñëåíèå Ëàìáåêà L áûëî ââåäåíî â [5]. Îíî àêòèâíî èñïîëüçó-

åòñÿ â êà÷åñòâå îñíîâû äëÿ ñîçäàíèÿ êàòåãîðèàëüíûõ ãðàììàòèê, îïè-

ñûâàþùèõ ñèíòàêñè÷åñêèå ñòðóêòóðû åñòåñòâåííûõ ÿçûêîâ (ñì. íàïðè-

ìåð [9] è [10]). Êàòåãîðèàëüíûå ãðàììàòèêè èìåþò ðÿä ïðåèìóùåñòâ

ïåðåä äðóãèìè ñïîñîáàìè, òàêèìè êàê êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûå ãðàììàòè-

êè, ââèäó ëåêñèêàëèçàöèè � âñÿ íåîáõîäèìàÿ èíôîðìàöèÿ õðàíèòñÿ â

ëåêñèêîíå, ïîýòîìó íåò íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàòü âñþ èìåþùóþñÿ èí-

ôîðìàöèþ � äîñòàòî÷íî òîëüêî òîé, ÷òî îòíîñèòñÿ ê äàííîìó ñëó÷àþ.

Òàêæå ýòî ïîçâîëÿåò ïàðàëëåëüíî ñ àíàëèçîì ñèíòàêñè÷åñêîé ñòðóêòóðû

âåñòè ñåìàíòè÷åñêèé àíàëèç, èñïîëüçóÿ, íàïðèìåð, ãðàììàòèêó Ìîíòå-

ãþ.

Êëàññ ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûõ êàòåãîðèàëüíûìè ãðàììàòèêàìè, îñ-

íîâàííûìè íà èñ÷èñëåíèè Ëàìáåêà, â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ êëàññîì

êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ (ñì. [13]). Èñ÷èñëåíèå Ëàìáåêà òàêæå òåñ-

íî ñâÿçàíî ñ ëèíåéíîé ëîãèêîé Æèðàðà (ñì. [3]) � îíî ýêâèâàëåíòíî

èíòóèöèîíèñòñêîìó íåêîììóòàòèâíîìó ôðàãìåíòó ìóëüòèïëèêàòèâíîé

ëèíåéíîé ëîãèêè.

Â èñ÷èñëåíèè Ëàìáåêà èñïîëüçóþòñÿ ñèíòàêñè÷åñêèå òèïû, ïî-

ñòðîåííûå èç ïðèìèòèâíûõ ñ ïîìîùüþ òðåõ áèíàðíûõ ñâÿçîê � óìíî-

æåíèÿ, ëåâîãî äåëåíèÿ è ïðàâîãî äåëåíèÿ. Åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü
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ôðàãìåíòû èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà ñ îãðàíè÷åííûì íàáîðîì ñâÿçîê. Â

íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäóò ðàññìîòðåíû òàê íàçûâàåìûé ëåâîñòîðîííèé

ôðàãìåíò L(·, \), ôðàãìåíò áåç óìíîæåíèÿ L(\, /), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ

îñîáåííî âàæíûì äëÿ ëèíãâèñòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé (áîëüøèíñòâî ãðàì-

ìàòèê, îïèñûâàþùèõ åñòåñòâåííûå ÿçûêè, îñíîâàíû èìåííî íà ýòîì

ôðàãìåíòå), è ôðàãìåíò èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà ñ îäíèì äåëåíèåì L(\).
Òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ èõ âàðèàíòû � ôðàãìåíòû èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáå-

êà ñ ðàçðåøåííûìè ïóñòûìè àíòåöåäåíòàìè L∗(·, \), L∗(\, /), è L∗(\).
Â êàòåãîðèàëüíûõ ãðàììàòèêàõ ñèíòàêñè÷åñêèé ðàçáîð ïðåäëî-

æåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó âûâîäà â èñ÷èñëåíèè, ëåæàùåì â èõ îñíîâå.

Ïîýòîìó âîïðîñ îá àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ

âûâîäèìîñòè îñîáåííî âàæåí äëÿ ëèíãâèñòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, òàê êàê

íàïðÿìóþ ñâÿçàí ñ ýôôåêòèâíîñòüþ ðàáîòû ñèòàêñè÷åñêèõ àíàëèçàòî-

ðîâ, îñíîâàííûõ íà êàòåãîðèàëüíûõ ãðàììàòèêàõ.

Äëÿ íåàññîöèàòèâíîãî âàðèàíòà èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà áûëî ïîêà-

çàíî, ÷òî çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ âûâîäèìîñòè ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïî-

ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (ñì. [4], äëÿ ôðàãìåíòà íåàññîöèàòèâíîãî èñ÷èñ-

ëåíèÿ áåç óìíîæåíèÿ ýòî áûëî äîêàçàíî ðàíüøå � â [1]). Äëÿ ñàìîãî

èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà (ãäå óìíîæåíèå ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíûì), à òàêæå

äëÿ åãî âàðèàíòà L∗, ðàçðåøàþùåãî ïóñòûå àíòåöåäåíòû, áûëà äîêàçàíà

NP-ïîëíîòà çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ âûâîäèìîñòè (ñì. [12]).

Ìû äîêàæåì, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ NP-ïîëíàÿ çàäà÷à SAT (î âûïîë-

íèìîñòè áóëåâûõ ôîðìóë â êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå) çà ïî-

ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷àì ðàñïîçíàâàíèÿ âû-

âîäèìîñòè â L(·, \), L(\, /), L∗(·, \) è L∗(\, /), è òåì ñàìûì ïîêàæåì, ÷òî

çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ âûâîäèìîñòè äëÿ ýòèõ ôðàãìåíòîâ NP-ïîëíà. Âñå

êîíñòðóêöèè è äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðûå ìû èñïîëüçóåì ïðè ðàññìîòðå-

íèè L(·, \) è L∗(·, \), ìîãóò áûòü ÿâíî ïåðåïèñàíû äëÿ ïðàâîñòîðîííåãî

ôðàãìåíòà L(·, /). Òàêèì îáðàçîì çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ âûâîäèìîñòè

äëÿ L(·, /) è L∗(·, /) òàêæå ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.
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Äëÿ ôðàãìåíòà ñ îäíèì äåëåíèåì ìû ñòðîèì ïîëèíîìèàëüíûé àë-

ãîðèòì, ðåøàþùèé áîëåå îáùóþ çàäà÷ó, à èìåííî, çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ

ïðèíàäëåæíîñòè äàííîãî ñëîâà ÿçûêó, ïîðîæäàåìîìó äàííîé ãðàììà-

òèêîé, îñíîâàííîé íà ýòîì ôðàãìåíòå. Ýòî âîçìîæíî áëàãîäàðÿ áîëåå

ïðîñòîé ñòðóòóðå ñåêâåíöèé, âûâîäèìûõ â ýòîì èñ÷èñëåíèè.

Òàêèì îáðàçîì, òåïåðü äëÿ âñåõ ôðàãìåíòîâ èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáå-

êà, çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿìè íàáîðà ñâÿçîê, óñòàíîâëåíû òî÷íûå îöåíêè

àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ âûâîäèìîñòè.

Â êà÷åñòâå îñíîâíîé òåõíèêè äëÿ èññëåäîâàíèÿ âûâîäèìîñòè âî

ôðàãìåíòàõ àññîöèàòèâíîãî èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà ìû èñïîëüçóåì òàê íà-

çûâàåìûå ñåòè äîêàçàòåëüñòâà � ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé íàãëÿäíî è êîì-

ïàêòíî ïðåäñòàâëÿòü âûâîä ôîðìóëû â äàííîì èñ÷èñëåíèè, ïîëíîñòüþ

ïåðåäàâàÿ åãî ïðèíöèïèàëüíóþ ñòðóêòóðó (àíàëîãè èñïîëüçîâàëèñü â

[14], [7]). Ýòîò ìåòîä óñïåøíî ïðèìåíÿëñÿ â [12], [15] è [16]. Òàêæå â

2005 ãîäó â [11] áûëà ïîïûòêà ïðèìåíèòü äàííûé ìåòîä äëÿ èññëåäî-

âàíèÿ âûâîäèìîñòè âî ôðàãìåíòå èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà áåç óìíîæåíèÿ,

îäíàêî òàì íå áûëî ïîëó÷åíî íèêàêèõ ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ àëãî-

ðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòüþ. Åùå îäèí êðèòåðèé (áëèçêèé ê êðèòåðèþ èç

[16], îäíàêî ôîðìàëüíî íåâåðíûé) äëÿ ýòîãî ôðàãìåíòà áûë ïðåäëîæåí

â [6].

Îòêðûòûé âîïðîñ îá NP-ïîëíîòå çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ âûâîäè-

ìîñòè âî ôðàãìåíòå èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà áåç óìíîæåíèÿ óïîìèíàåòñÿ â

ñòàòüÿõ ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ è ëèíãâèñòîâ, èçó÷àþùèõ èñ÷èñëåíèå Ëàì-

áåêà (ñì. íàïðèìåð [1],[4],[11],[12]).

Öåëü ðàáîòû.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå îöåíîê àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæ-

íîñòè çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ âûâîäèìîñòè è ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíî-

ñòè äàííîãî ñëîâà ÿçûêó, ïîðîæäàåìîìó äàííîé êàòåãîðèàëüíîé ãðàì-

ìàòèêîé, äëÿ ðàçëè÷íûõ ôðàãìåíòîâ èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.
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Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû òåîðèè äîêàçàòåëüñòâ. Îñíîâíûì

èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ âûâîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå òàê íà-

çûâàåìûõ ñåòåé äîêàçàòåëüñòâà ñ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè, îòâå÷àþùè-

ìè êîíêðåòíîìó ôðàãìåíòó èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, ñðåäè íèõ:

1. Çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ âûâîäèìîñòè â èñ÷èñëåíèè NP-ïîëíû äëÿ

L(·, \),L(\, /),L(·, /),L∗(·, \),L∗(\, /),L∗(·, /).

2. Çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè äàííîãî ñëîâà ÿçûêó, ïî-

ðîæäàåìîìó äàííîé êàòåãîðèàëüíîé ãðàììàòèêîé, NP-ïîëíû äëÿ

L(·, \),L(\, /),L(·, /),L∗(·, \),L∗(\, /),L∗(·, /).

3. Çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ âûâîäèìîñòè â èñ÷èñëåíèè ðàçðåøèìû çà ïî-

ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ L(\),L∗(\),L(/),L∗(/).

4. Çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè äàííîãî ñëîâà ÿçûêó, ïî-

ðîæäàåìîìó äàííîé êàòåãîðèàëüíîé ãðàììàòèêîé, ðàçðåøèìû çà

ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ L(\),L∗(\),L(/),L∗(/).

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå

â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé

ëèíãâèñòèêè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëåçíû ñïåöèà-

ëèñòàì, ðàáîòàþùèì â ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, ÌÈ ÐÀÍ èì.

Â. À. Ñòåêëîâà, ÏÎÌÈ ÐÀÍ èì. Â. À. Ñòåêëîâà, Èíñòèòóòå ìàòåìà-

òèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, ÈÏÏÈ ÐÀÍ è äð.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ

è êîíôåðåíöèÿõ:
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• Íà ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå �Âû÷èñëèòåëüíûå èíòåðïðåòàöèè äî-

êàçàòåëüñòâ� (Computational Interpretations of Proofs), Ïàðèæ,

Ôðàíöèÿ, 29�30 íîÿáðÿ 2007 ãîäà.

• Íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Ëîãè÷åñêèå ìîäåëè äîêàçà-

òåëüñòâ è âû÷èñëåíèé� (LMRC-2008) Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 5�8 ìàÿ 2008

ãîäà.

• Íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Êîìïüþòåðíûå íàóêè â Ðîññèè�

(CSR-2008), Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 7�12 èþíÿ 2008 ãîäà.

• Íà ñåìèíàðå �Àëãîðèòìè÷åñêèå âîïðîñû àëãåáðû è ëîãèêè� ïîä ðó-

êîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ Ñ.È. Àäÿíà (2008, 2009).

• Íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Ëîãè÷åñêèå îñíîâû êîìïüþòåð-

íûõ íàóê� (LFCS-2009), Äèðôèëä Áè÷, ÑØÀ, 3�6 ÿíâàðÿ 2009 ãîäà.

• Íà Åâðîïåéñêîé ëåòíåé øêîëå ïî ëîãèêå, ëèíãâèñòèêå è èíôîðìà-

òèêå (ESSLLI-2009), Áîðäî, Ôðàíöèÿ, 20�31 èþëÿ 2009 ãîäà.

• Íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîé

ëîãèêè è òåîðèè àëãîðèòìîâ ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ Ñ.

È. Àäÿíà, ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà ÐÀÍ Ë. Ä. Áåêëåìèøåâà è ïðî-

ôåññîðà Â. À. Óñïåíñêîãî (2009).

Ïóáëèêàöèè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [15]�

[17].

Ñòðóêòóðà ðàáîòû.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 5 ãëàâ, ñîäåðæàùèõ 12 ðàçäåëîâ, è

ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Áèáëèîãðàôèÿ ñîäåðæèò 17 íàèìåíîâàíèé. Òåêñò

äèññåðòàöèè èçëîæåí íà 75 ñòðàíèöàõ.
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Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Â ãëàâå 1 ââîäÿòñÿ íóæíûå íàì ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. Â ðàç-

äåëå 1.1 ôîðìóëèðóþòñÿ àêñèîìû è ïðàâèëà èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà. Â

ðàçäåëå 1.2 îïèñûâàþòñÿ èíòåðåñóþùèå íàñ ôðàãìåíòû èñ÷èñëåíèÿ

Ëàìáåêà. Â ðàçäåëå 1.3 ïîêàçûâàåòñÿ êàê ñòðîÿòñÿ ãðàììàòèêè íà îñ-

íîâå èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà è êàêèå ÿçûêè îíè ïîðîæäàþò. Â ðàçäåëå 1.4

ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñòðóêòóðíî ýêâèâàëåíòíûõ ñåêâåíöèé, êîòîðîå ïîòðå-

áóåòñÿ íàì ïðè äîêàçàòåëüñòâå êðèòåðèÿ âûâîäèìîñòè.

Â ãëàâå 2 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñåòè äîêàçàòåëüñòâà. Â ðàçäåëå 2.1

îïèñûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ñåêâåíöèé èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà êàê ìíîæå-

ñòâà íà÷àë íåêîòîðîãî ñëîâà è äîêàçûâàåì ñâîéñòâà ýòîãî ïðåäñòàâëå-

íèÿ. Â ýòîì æå ðàçäåëå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñåòè äîêàçàòåëüñòâà è ôîð-

ìóëèðóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå äîêàçàòåëüíûå óñëîâèÿ � ñâîéñòâà ñåòåé

äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ âûâî-

äèìîñòè èñõîäíîé ñåêâåíöèè. Â ðàçäåëå 2.2 ôîðìóëèðóåòñÿ è äîêàçû-

âàåòñÿ êðèòåðèé âûâîäèìîñòè ñåêâåíöèé íà îñíîâå äîêàçàòåëüíûõ óñëî-

âèé.

Â ãëàâå 3 äîêàçûâàåòñÿ NP-ïîëíîòà çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ âûâî-

äèìîñòè äëÿ ëåâîñòîðîííåãî ôðàãìåíòà èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà è åãî âà-

ðèàíòà, äîïóñêàþùåãî ïóñòûå àíòåöåäåíòû. Â ðàçäåëå 3.1 ïðèâîäèòñÿ

êîíñòðóêöèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ñâîäèòñÿ èçâåñòíàÿ NP-ïîëíàÿ çàäà-

÷à SAT ê çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ âûâîäèìîñòè â äàííîì ôðàãìåíòå. Ïî

äàííîé áóëåâîé ôîðìóëå â êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå ñòðîèòñÿ

ñåêâåíöèÿ, âûâîäèìàÿ â ëåâîñòîðîííåì ôðàãìåíòå èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáå-

êà, åñëè è òîëüêî åñëè èñõîäíàÿ ôîðìóëà áûëà âûïîëíèìà. Ýòà æå êîí-

ñòðóêöèÿ ðàáîòàåò è äëÿ âàðèàíòà, äîïóñêàþùåãî ïóñòûå àíòåöåäåíòû.

Äëÿ ïðàâîñòîðîííåãî ôðàãìåíòà ðàáîòàåò êîíñòðóêöèÿ, ñèììåòðè÷íàÿ

ïîñòðîåííîé. Â ðàçäåëå 3.2 äîêàçûâàåòñÿ êîððåêòíîñòü ýòîãî ñâåäåíèÿ.

Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè äàííîãî ñëîâà ÿçûêó, ïî-

ðîæäåííîìó äàííîé êàòåãîðèàëüíîé ãðàììàòèêîé, îñíîâàííîé íà ýòèõ
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ôðàãìåíòàõ, ñ îäíîé ñòîðîíû î÷åâèäíî ëåæèò â êëàññå NP, à ñ äðóãîé

ñòîðîíû, çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ âûâîäèìîñòè òðèâèàëüíî ñâîäèòñÿ ê çà-

äà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ñëîâà ÿçûêó. Òàêèì îáðàçîì, ýòà

çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.

Â ãëàâå 4 äîêàçûâàåòñÿ NP-ïîëíîòà çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ âûâî-

äèìîñòè äëÿ ôðàãìåíòà èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà áåç óìíîæåíèÿ è åãî âà-

ðèàíòà, äîïóñêàþùåãî ïóñòûå àíòåöåäåíòû, òàê æå ñ ïîìîùüþ ñâåäåíèÿ

çàäà÷è SAT ê çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ âûâîäèìîñòè â ýòèõ ôðàãìåíòàõ. Â

ðàçäåëå 4.1 ïðèâîäèòñÿ êîíñòðóêöèÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ òàêîãî ñâåäå-

íèÿ, à â ðàçäåëå 4.2 äîêàçûâàåòñÿ êîððåêòíîñòü ýòîãî ñâåäåíèÿ.

Â ãëàâå 5 ðàññìàòðèâàåòñÿ ôðàãìåíò èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà ñ îä-

íèì äåëåíèåì. Â ðàçäåëå 5.1 äîêàçûâàåòñÿ íîâûé êðèòåðèé âûâîäè-

ìîñòè äëÿ ýòîãî ôðàãìåíòà ñ èñïîëüçîâàíèåì äðóãîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

ñåêâåíöèé è äðóãèõ äîêàçàòåëüíûõ óñëîâèé. Â ðàçäåëå 5.2 ñòðîèòñÿ

ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëÿòü ïðèíàäëåæíîñòü

ñëîâà ÿçûêó, ïîðîæäåííîìó äàííîé ãðàììàòèêîé, çà ïîëèíîìèàëüíîå

âðåìÿ, è äîêàçûâàåòñÿ åãî êîððåêòíîñòü.

Áëàãîäàðíîñòè.

Àâòîð áëàãîäàðèò ñâîåãî íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ ïðîôåññîðà

M. P. Ïåíòóñà çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ïîääåðæêó è âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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Ãëàâà 1

Èñ÷èñëåíèå Ëàìáåêà L

Àññîöèàòèâíîå èñ÷èñëåíèå Ëàìáåêà ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì. Ïóñòü çàäàíî ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïðèìèòèâíûõ òèïîâ P =

{p0, p1, . . .}. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Tp L-òèïîâ (òàêæå íàçûâàåìûõ L-

òåðìàìè): (1) P ⊂ Tp; (2) åñëè A,B ∈ Tp, òî (A/B), (A\B), (A · B) ∈
Tp.

Ïðèìèòèâíûå òèïû áóäåì îáîçíà÷àòü ñòðî÷íûìè ëàòèíñêè-

ìè áóêâàìè (p, q, r, . . .), L-òèïû � çàãëàâíûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè

(A,B,C . . .). Çàãëàâíûìè ãðå÷åñêèìè áóêâàìè (Π,Γ,∆, . . .) áóäåì îáî-

çíà÷àòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (âîçìîæíî ïóñòûå) L-òèïîâ. Âûðàæåíèÿ

âèäà Π→ A, ãäå Π íåïóñòî, íàçûâàþòñÿ L-ôîðìóëàìè èëè ñåêâåíöèÿìè.

Êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü L-òèïîâ A1, . . . , An óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü

A1 . . . An.

1.1 Àêñèîìû è ïðàâèëà èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà

Àêñèîìû è ïðàâèëà âûâîäà â L òàêîâû:

A→ A,
Φ→ B ΓB∆→ A

ΓΦ∆→ A
(CUT),

ΠA→ B
Π→ (B/A)

(→ /), Φ→ A ΓB∆→ C
Γ(B/A)Φ∆→ C

(/→),

AΠ→ B
Π→ (A\B)

(→ \), Φ→ A ΓB∆→ C
ΓΦ(A\B)∆→ C

(\ →),
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Π→ A Φ→ B
ΠΦ→ (A ·B)

(→ ·), ΓAB∆→ C
Γ(A ·B)∆→ C

(· →).

Â ïîñûëêàõ è âûâîäàõ ïðàâèë ñòîÿò L-ôîðìóëû, Γ è ∆ ìîãóò áûòü

ïóñòûìè.

Çàïèñü L ` Π → A îçíà÷àåò, ÷òî ñåêâåíöèÿ Π → A âûâîäèìà â

èñ÷èñëåíèè L.

Èñ÷èñëåíèå L∗ îòëè÷àåòñÿ îò L òåì, ÷òî â íåì ðàçðåøåíû ïóñòûå

àíòåöåäåíòû, òî åñòü âûðàæåíèÿ âèäà → A, ãäå A � íåêîòîðûé òèï,

òàêæå ñ÷èòàþòñÿ ôîðìóëàìè.

Ëåììà 1.1.1. Ïðàâèëî ñå÷åíèÿ (CUT) ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìûì â îáîèõ

ýòèõ èñ÷èñëåíèÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû äëÿ L ïðèâåäåíî â [5]. Ýòî äîêàçà-

òåëüñòâî ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé L∗.

1.2 Ôðàãìåíòû èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ôðàãìåíòû èñ÷èñëåíèÿ

Ëàìáåêà:

• Ëåâîñòîðîííèé ôðàãìåíò èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà. Â ýòîì ôðàãìåíòå

äëÿ îáðàçîâàíèÿ ñëîæíûõ òèïîâ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî äâå îïåðàöèè

� óìíîæåíèå è ëåâîå äåëåíèå. Âñå ñåêâåíöèè, âûâîäèìûå â ýòîì

ôðàãìåíòå, íå ñîäåðæàò çíàêà /, ïîýòîìó ïðàâèëà (→ /) è (/→)

îòñóòñòâóþò â ýòîì ôðàãìåíòå.

• Ôðàãìåíò èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà áåç óìíîæåíèÿ. Òî æå ñàìîå, òîëüêî
çäåñü îòñóòñâóåò óìíîæåíèå.

• Ôðàãìåíò èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà ñ îäíèì äåëåíèåì. Çäåñü äëÿ îáðà-

çîâàíèÿ ñëîæíûõ òèïîâ èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî îäíà îïåðàöèÿ � ëåâîå

äåëåíèå.
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Ïðàâîñòîðîííèé ôðàãìåíò è ôðàãìåíò ñ îäíèì ïðàâûì äåëåíèåì ÿâ-

ëÿþòñÿ ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íûìè ëåâîñòîðîííåìó ôðàãìåíòó è ôðàã-

ìåíòó ñ îäíèì äåëåíèåì, è ïîýòîìó îòäåëüíî íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

Ïîëíîå èñ÷èñëåíèå Ëàìáåêà ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì ðàñøèðå-

íèåì ýòèõ ôðàãìåíòîâ.

Òàê æå ìû ðàññìàòðèâàåì âàðèàíòû ýòèõ ôðàãìåíòîâ, äîïóñêàþ-

ùèå ïóñòûå àíòåöåäåíòû.

1.3 Ãðàììàòèêè íà îñíîâå èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà

Ãðàììàòèêà Ëàìáåêà ýòî ÷åòâåðêà (Σ,P, R,B), ãäå Σ ýòî àëôàâèò, P �

íàáîð ïðèìèòèâíûõ òèïîâ, R : Σ→ 2Tp � îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå

êàæäîé áóêâå àëôàâèòà êîíå÷íîå ìíîæåñòâî L-òèïîâ, ïîñòðîåííûõ èç

P, B � âûäåëåííûé L-òèï. Ñëîâî x1, . . . , xn ∈ Σ∗ ïðèíàäëåæèò ÿçûêó,

ïîðîæäàåìîìó äàííîé ãðàììàòèêîé, åñëè ñóùåñòâóþò Ai ∈ R(xi) òàêèå,

÷òî ñåêâåíöèÿ A1 . . . An → B âûâîäèòñÿ â èñ÷èñëåíèè Ëàìáåêà.

Äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ôðàãìåíòîâ èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà

ãðàììàòèêè íà èõ îñíîâå ðàñïîçíàþò â òî÷íîñòè âñå êîíòåêñòíî-

ñâîáîäíûå ÿçûêè, íå ñîäåðæàùèå ïóñòîãî ñëîâà. Ôðàãìåíòû, ðàçðå-

øàþùèå ïóñòûå àíòåöåäåíòû ðàñïîçíàþò â òî÷íîñòè âñå êîíòåêñòíî-

ñâîáîäíûå ÿçûêè.

1.4 Ñòðóêòóðíî ýêâèâàëåíòûå ñåêâåíöèè

Ïóñòü A � íåêîòîðûé L-òèï. Íàçîâåì óïðîùåíèåì A ðåçóëüòàò ïðèìå-

íåíèÿ ê íåìó îäíîé èç ñëåäóþùèõ îïåðàöèé:

1. Çàìåíèòü ïîäòèï âèäà B · (C ·D) íà (B · C) ·D.

2. Çàìåíèòü ïîäòèï âèäà (B\C)/D íà B\(C/D).

3. Çàìåíèòü ïîäòèï âèäà (C ·B)\D íà B\(C\D).

4. Çàìåíèòü ïîäòèï âèäà B/(D · C) íà (B/C)/D.
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Óïðîùåíèåì ñåêâåíöèè Π → A íàçîâåì ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê íåé

îäíîé èç ñëåäóþùèõ îïåðàöèé:

1. Óïðîùåíèå ëþáîãî âõîäÿùåãî â íåå òèïà.

2. Ïðèìåíåíèå ïðàâèëà, îáðàòíîãî ïðàâèëó (· →), ïðàâèëó (→ /) èëè

ïðàâèëó (→ \).

Ñåêâåíöèè íàçûâàþòñÿ ñòðóêòóðíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè èç îäíîé ìîæ-

íî ïîëó÷èòü äðóãóþ ñ ïîìîùüþ íåñêîëüêèõ ïðèìåíåíèé îïåðàöèé óïðî-

ùåíèÿ èëè îïåðàöèé, îáðàòíûõ ê íèì.

Îïðåäåëåíèå 1.4.1. Ñåêâåíöèÿ íàçûâàåòñÿ íåóïðîùàåìîé, åñëè ê íåé

íåëüçà ïðèìåíèòü íè îäíó èç óïðîùàþùèõ îïåðàöèé.

Ëåììà 1.4.1. Ñòðóêòóðíî ýêâèâàëåíòíûå ñåêâåíöèè ëèáî îäíîâðå-

ìåííî âûâîäèìû, ëèáî îäíîâðåìåííî íåâûâîäèìû â èñ÷èñëåíèè L∗. Åñëè

ñåêâåíöèÿ âûâîäèìà â L, òî åå óïðîùåíèå òàêæå âûâîäèìî â èñ÷èñëå-

íèè L.

Ëåììà 1.4.2. Äëÿ ëþáîé ñåêâåíöèè ñóùåñòâóåò ñòðóêòóðíî ýêâèâà-

ëåíòíàÿ åé íåóïðîùàåìàÿ ñåêâåíöèÿ.
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Ãëàâà 2

Ïîñòðîåíèå ñåòåé äîêàçàòåëüñòâà

2.1 Ïðåäñòàâëåíèå ñåêâåíöèé

Îáîçíà÷èì çà N ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (0 ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëü-

íûì ÷èñëîì). Çà Z îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë.

Ïóñòü äàíû p ∈ Tp, i ∈ N è j ∈ Z. Òîãäà íàçîâåì àòîìîì ñèìâîë

p
bjc
die . Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî At êàê ìíîæåñòâî âñåõ àòîìîâ.

Îïðåäåëèì FS êàê ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ñëîâ â àëôàâèòå At.

Ýëåìåíòû FS áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâàìè A, B, C è òàê äàëåå, ñèì-

âîëîì ε áóäåì îáîçíà÷àòü ïóñòóþ ñòðîêó.

Îïðåäåëèì òðè îòîáðàæåíèÿ t : FS→ P, d : FS→ N è g : FS→ Z
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

t(Apbjcdie ) = p; d(Apbjcdie ) = j; g(Apbjcdie ) = i.

Íà ïóñòîì ñëîâå çíà÷åíèå ýòèõ ôóíêöèé íå îïðåäåëåíî.

Ïóñòü A @ B îáîçíà÷àåò, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì íà÷àëîì

B, òî åñòü ñóùåñòâóåò C 6= ε, òàêîå ÷òî B = AC. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü

òàêîå C êàê A�B. Âûðàæåíèå A v B çíà÷èò, ÷òî ëèáî A @ B, ëèáî
A = B.

Ïóñòü PA = {B | ε @ B v A} � ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ íà÷àë

A. Íà ìíîæåñòâå PA îòíîøåíèå @ ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì ëèíåéíûì ïîðÿä-

êîì. Òåì ñàìûì, îïðåäåëåíû ïîíÿòèÿ min@, max@ è [B,C]@. Ïîñëåäíåå

îçíà÷àåò ìíîæåñòâî {D ∈ PA | B v D v C}. Ïîëóèíòåðâàë (B,C]@
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îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Åñëè γ � áèíàðíîå îòíîøåíèå íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå X, òî

γ+ îçíà÷àåò åãî òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå, à γ∗ � åãî òðàíçèòèâíî-

ðåôëåêñèâíîå çàìûêàíèå.

Ïóñòü (·)〈n〉(n ∈ Z) � ñåìåéñòâî ôóíêöèé íà FS, çàäàííîå ñëåäó-

þùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

(p
b0c
die )
〈n〉 = p

b1c
dne,

(p
bjc
die )
〈n〉 = p

bj+1c
d−ie , äëÿ j 6= 0,

(AB)〈n〉 = (B)〈n〉(A)〈n〉.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ h : Tp→ N:

h(p) = 1; h(A/B) = h(B\A) = h(A); h(A ·B) = h(A) + h(B).

Ïåðåâîä L-òèïîâ â ýëåìåíòû FS îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëå-

äóþùåãî îòîáðàæåíèÿ J·K:

JpK = p
b0c
d0e;

J(A/B)K = JBK〈h(A)〉JAK;

J(A\B)K = JBKJAK〈−h(B)〉;

J(A ·B)K = JBKJAK.

Íàïðèìåð,

J(p/((((t\u) · s)/r)\q))K = J((((t\u) · s)/r)\q)K〈1〉pb0cd0e =

= (q
b0c
d0eJ(((t\u) · s)/r)K〈−1〉)〈1〉p

b0c
d0e =

= (q
b0c
d0e((r

b0c
d0e)

〈2〉J((t\u) · s)K)〈−1〉)〈1〉p
b0c
d0e =

= (q
b0c
d0e(r

b1c
d2es

b0c
d0eJ(t\u)K))〈−1〉)〈1〉p

b0c
d0e =

= (q
b0c
d0e(r

b1c
d2es

b0c
d0eu

b0c
d0e(t

b0c
d0e)
〈−1〉)〈−1〉)〈1〉p

b0c
d0e =

= (q
b0c
d0e(r

b1c
d2es

b0c
d0eu

b0c
d0et
b1c
d−1e)

〈−1〉)〈1〉p
b0c
d0e =

= (q
b0c
d0et
b2c
d1eu

b1c
d−1es

b1c
d−1er

b2c
d−2e)

〈1〉p
b0c
d0e =

= r
b3c
d2es

b2c
d1eu

b2c
d1et
b3c
d−1eq

b1c
d1ep

b0c
d0e.
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Ïóñòü NA = {B ∈ PA | d(B) íå÷åòíî}.
Îïðåäåëèì áèíàðíîå îòíîøåíèå ϕ íà ìíîæåñòâå PA ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

BϕC⇔



(B @ C) ∧ (d(C) = d(B)− 1)∧

∧(|{D | B @ D @ C, d(D) = d(C)}| < |g(B)|), åñëè g(B) ≥ 0;

(C @ B) ∧ (d(C) = d(B)− 1)∧

∧(|{D | C @ D @ B, d(D) = d(C)}| < |g(B)|), åñëè g(B) < 0.

Ïðèìåð 2.1.1. Ðàññìîòðèì A = (p/((((t\u)·s)/r)\q)). Òîãäà îòíîøåíèå
ϕ äëÿ PJAK âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r
b3c
d2e

�	 
� OO�	 
� OO
s
b2c
d1e

�� ��
OO

u
b2c
d1e

�� ��
OO

t
b3c
d−1e


��	OO
q
b1c
d1e

�	 
� OO
p
b0c
d0e

Ýëåìåíòàì PJAK ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå âõîæäåíèÿ ýëåìåíòîâ At. Äâà

âõîæäåíèÿ ñîåäèíåíû ñòðåëêîé åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ñîñòîÿò

â îòíîøåíèè ϕ. Ñòðåëêà ïóíêòèðíàÿ, åñëè ïåðâûé ýëåìåíò ïàðû ëåæèò

â NJAK.

Ïóñòü Φ(B) = {C | BϕC}. Â ÷àñòíîñòè, â ïðèìåðå 2.1.1, Φ(r
b3c
d2e) =

{rb3cd2es
b2c
d1e, r

b3c
d2es

b2c
d1eu

b2c
d1e}.

Òåïåðü ïðèñòóïèì ê îïðåäåëåíèþ ñåòè äîêàçàòåëüñòâà.

Ðàññìîòðèì ñåêâåíöèþ A1 . . . An → B. Ïóñòü

W = JA1K〈0〉 . . . JAnK〈0〉JBK.

Íà ìíîæåñòâå PW îïðåäåëåíû îòíîøåíèå ϕ, ôóíêöèÿ Φ, à òàêæå ìíî-

æåñòâî NW.

Ëåììà 2.1.1. Äëÿ ëþáûõ A,B,C ∈ PW âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ:

1. |Φ(A)| = |g(A)|.

2. Åñëè AϕB è AϕC, òî d(B) = d(C), g(B) = g(C) è Φ(B) = Φ(C).

3. Îòíîøåíèå ϕ+ ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì íà PW.
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4. Äëÿ êàæäîãî i, 0 < i < d(A), íàéäåòñÿ B, äëÿ êîòîðîãî d(B) = i

è Aϕ+B.

5. Åñëè A @ B @ C (èëè C @ B @ A), AϕC, òî d(C) ≤ d(B).

6. Åñëè A @ B @ C (èëè C @ B @ A), AϕC è BϕC, òî |g(B)| ≤
|g(A)|.

Ìíîæåñòâî G ⊂ PW íàçûâàåòñÿ ϕ-çàìêíóòûì, åñëè èç A ∈ G è

BϕA ñëåäóåò, ÷òî B ∈ G.
Îïðåäåëèì îòíîøåíèå β ⊆ PW × PW ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A β B⇔ (A = B) ∨ ∃C(CϕA ∧ CϕB).

Îïðåäåëèì îòíîøåíèå β′ ⊆ PW × PW ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A β′ B⇔ (AβB) ∧ ∀C(CϕA→ CϕB).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî β � ýòî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Â ïðè-

ìåðå 2.1.1 âåðíî, ÷òî

r
b3c
d2es

b2c
d1e β r

b3c
d2es

b2c
d1eu

b2c
d1e,

r
b3c
d2es

b2c
d1e β

′ r
b3c
d2es

b2c
d1eu

b2c
d1e,

¬rb3cd2es
b2c
d1e β

′ r
b3c
d2es

b2c
d1eu

b2c
d1e,

Äëÿ A ∈ PW îïðåäåëèì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî:

Fϕ(A) = {B | ∃C(Bϕ∗C ∧ A β′C) ∧ ∀D((Bϕ∗D ∧ A β D)→ A β′D)}.

Ïóñòü π ôóíêöèÿ èç NW â PW. Ïóñòü ψ áèíàðíîå îòíîøåíèå íà

PW, îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

Aψ B⇔

B = π(A), åñëè A ∈ NW;

AϕB, åñëè A /∈ NW è d(A) 6= 0.

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Òðîéêó (π, ϕ, ψ) áóäåì íàçûâàòü ñåòüþ äîêàçà-

òåëüñòâà äëÿ ñëîâà W.
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Îïðåäåëèì

µ−π (A) = min
@
{A; π(A)};

µ+
π (A) = max

@
{A; π(A)}.

Íàçîâåì äîêàçàòåëüíûìè óñëîâèÿìè ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà

ñåòü äîêàçàòåëüñòâà. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü èõ äëÿ õàðàêòåðèçàöèè âû-

âîäèìîñòè ñåêâåíöèè A1 . . . An → B.

1. Ôóíêöèÿ π ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ìåæäó NW è PW \ NW.

2. Äëÿ ëþáîãî A ∈ NW âåðíî, ÷òî t(π(A)) = t(A).

3. µ−π (A) @ µ−π (B)⇒ µ+
π (A) @ µ−π (B) ∨ µ+

π (B) @ µ+
π (A).

4. Îòíîøåíèå (ϕ ∪ ψ)+ èððåôëåêñèâíî.

5. Äëÿ ëþáîãî A ∈ NW, òàêîãî ÷òî g(A) 6= 0, äëÿ ëþáîãî B ∈
PW \NW, òàêîãî ÷òî Aψ+B, âåðíî, ÷òî AϕB∨∀C(AϕC→ Cψ+B)∨
∀B′(BϕB′ → ∃C(AϕC ∧ B′ψ+C))

6. Äëÿ ëþáîãî A ∈ PW \ NW ñóùåñòâóþò B ∈ Fϕ(A) è C /∈ Fϕ(A),

òàêèå ÷òî Cψ∗B.

Ïðèìåð 2.1.2. Ðàññìîòðèì ñåêâåíöèþ

(t\u)(s/r)((((t\u) · s)/r)\q)→ q.

Äëÿ ýòîé ñåêâåíöèè

W = t
b2c
d1eu

b1c
d0es

b1c
d0er

b2c
d−1er

b3c
d2es

b2c
d1eu

b2c
d1et
b3c
d−1eq

b1c
d0eq

b0c
d0e.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñõåìó:

t
b2c
d1e

�� ��OO
u
b1c
d0e

��

s
b1c
d0e

��

r
b2c
d−1e

����OO
r
b3c
d2e

�	 
� OO�	 
� OO
��

s
b2c
d1e

�� ��
OO

u
b2c
d1e

�� ��
OO

t
b3c
d−1e


��	OO
��

q
b1c
d0e

��

q
b0c
d0e
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Ñòðåëêè â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè îïèñûâàþò îòíîøåíèå ϕ, êàê â ïðåäû-

äóùåì ïðèìåðå. Ñòðåëêè â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè îïèñûâàþò ôóíêöèþ

π. Ñïëîøíûå ñòðåëêè (è âåðõíèå è íèæíèå) îïèñûâàþò îòíîøåíèå ψ.

Íåòðóäíî óáåäèòñÿ, ÷òî ýòà ñåòü äîêàçàòåëüñòâà óäîâëåòâîðÿåò âñåì äî-

êàçàòåëüíûì óñëîâèÿì. Íàïðèìåð, ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ ýëåìåíòà A =

t
b2c
d1eu

b1c
d0es

b1c
d0er

b2c
d−1er

b3c
d2e âûïîëíåíî äîêàçàòåëüíîå óñëîâèå (5). Äåéñòâèòåëü-

íî, äëÿ tb2cd1eu
b1c
d0es

b1c
d0er

b2c
d−1e âåðåí òðåòèé ñëó÷àé, äëÿ tb2cd1eu

b1c
d0es

b1c
d0er

b2c
d−1er

b3c
d2es

b2c
d1e

� ïåðâûé, à äëÿ W � âòîðîé.

Ïîäîáíûå ñõåìû ïîçâîëÿþò íàãëÿäíî èçó÷àòü ñåòè äîêàçàòåëüñòâ.

Íàïðèìåð, âûïîëíåíèå äîêàçàòåëüíîãî óñëîâèÿ (3) ñîîòâåòñòâóåò óòâåð-

æäåíèþ
”
Ñòðåëêè, îïèñûâàþùèå π, ìîæíî íàðèñîâàòü â âåðõíåé ïîëó-

ïëîñêîñòè áåç ïåðåñå÷åíèé“. Äîêàçàòåëüíîå óñëîâèå (5) ñîîòâåòñòâóåò

óòâåðæäåíèþ
”
Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà NW, åñëè íà÷èíàÿ ñ íåãî ïðîèç-

âîëüíî ïåðåäâèãàòüñÿ ïî ñïëîøíûì ñòðåëêàì, òî ìû ðàíî èëè ïîçäíî

îáÿçàòåëüíî îêàæåìñÿ â êîíöå îäíîé èç âûõîäÿùèõ èç íåãî ïóíêòèðíûõ

ñòðåëîê“. Áîëåå ñòðîãî ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñôîðìóëèðîâàíî â ëåììå

2.1.3.

Ëåììà 2.1.2. Ïóñòü ñåòü äîêàçàòåëüñòâà (π, ϕ, ψ) óäîâëåòâîðÿåò äî-

êàçàòåëüíîìó óñëîâèþ (4). Òîãäà äëÿ ëþáîãî A ∈ PW ñóùåñòâóåò òà-

êîå B, ÷òî d(B) = 0 è Aψ∗B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå: ñóùåñòâóåò òàêîå A, ÷òî äëÿ
ëþáîãî B, òàêîãî ÷òî Aψ∗B, âåðíî, ÷òî d(B) 6= 0. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî C
ñ d(C) 6= 0 ñóùåñòâóåò D, òàêîå ÷òî CψD, ìîæíî ðàññìîòðåòü ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü A = A0,A1, . . ., òàêóþ ÷òî AjψAj+1. Òàê êàê ìíîæåñòâî PW
êîíå÷íî, ñóùåñòâóþò i è j, òàêèå ÷òî Ai = Aj. Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

Aiψ+Ai. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü äàíî íåêîòîðîå A ∈ PW. Íàçîâåì ïîëíûì ψ-ïóòåì ñ íà÷à-

ëîì â A òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A1, . . . ,Ak, ÷òî A1 = A, d(Ak) = 0

è Ai−1ψAi äëÿ âñåõ 1 < i ≤ k. Èç ëåììû 2.1.2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî

ýëåìåíòà PW ñóùåñòâóåò ïîëíûé ψ-ïóòü ñ íà÷àëîì â íåì.
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Ëåììà 2.1.3. Ïóñòü ñåòü äîêàçàòåëüñòâà (π, ϕ, ψ) óäîâëåòâîðÿåò äî-

êàçàòåëüíûì óñëîâèÿì (1) è (4). Òîãäà äîêàçàòåëüíîå óñëîâèå (5) ýêâè-

âàëåíòíî ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ: äëÿ âñåõ A ∈ PW ñ g(A) 6= 0, äëÿ

ëþáîãî ïîëíîãî ψ-ïóòè A1, . . . ,Ak ñ íà÷àëîì â A, äëÿ âñåõ l < d(A), åñ-

ëè ñóùåñòâóåò B ñ d(B) = l, òàêîå ÷òî Aϕ+B, òî ñóùåñòâóåò j ≤ k,

òàêîå ÷òî Aϕ+Aj è d(Aj) = l.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ A ∈
NW è l = d(A)− 1.

Ïóñòü ñåòü äîêàçàòåëüñòâà (π, ϕ, ψ) óäîâëåòâîðÿåò äîêàçàòåëüíî-

ìó óñëîâèþ (5). Ðàññìîòðèì ïîëíûé ψ-ïóòü A1, . . . ,Ak ñ íà÷àëîì â A.
Íàøà öåëü � íàéòè j, òàêîå ÷òî AϕAj. Òàêîå j äîëæíî áûòü ÷åòíûì.
Ðàññìîòðèì j = 2. Òàê êàê (ϕ ∪ ψ)+ èððåôëåêñèâíî, äëÿ ëþáîãî B, òà-
êîãî ÷òî AϕB, ¬(Bψ+A), à çíà÷èò, è ¬(Bψ+A2). Çíà÷èò, èç âûïîëíåíèÿ

äîêàçàòåëüíîãî óñëîâèÿ (5) äëÿ A è A2 ñëåäóåò, ÷òî ëèáî AϕA2, è ìû íà-

øëè òðåáóåìîå j, ëèáî A3ψ
+B, äëÿ íåêîòîðîãî B, òàêîãî ÷òî AϕB. Â ýòîì

ñëó÷àå äëÿ ýòîãî æå B âåðíî, ÷òî A4ψ
∗B, à çíà÷èò, ëèáî A4 = B, ëèáî

¬(Bψ+A4). Òàêèì îáðàçîì äâèãàÿñü ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìû ðàíüøå

âñòðåòèì A2i, òàêîå ÷òî AϕA2i, ÷åì äîéäåì äî Ak, äëÿ êîòîðîãî âåðíî,

÷òî åñëè AϕB, òî Bψ+Ak.
Â äðóãóþ ñòîðîíó î÷åâèäíî.

Ëåììà 2.1.4. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ äîêàçàòåëüíûå óñëîâèÿ (1), (4) è (5),

Aϕ+B è B ∈ NW, òî Aψ+B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 2.1.3 ñóùåñòâóåò C òàêîå, ÷òî Aϕ∗C,
CϕB è Aψ∗C. Òàê êàê B ∈ NW, èìååì C ∈ PW \ NW, îòêóäà CψB, à
çíà÷èò, è Aψ+B.

Ëåììà 2.1.5. Ðàññìîòðèì ñåêâåíöèþ Γ(A\B)∆ → C. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî äëÿ

W = JΓK〈0〉J(A\B)K〈0〉J∆K〈0〉JCK
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ñóùåñòâóåò ñåòü äîêàçàòåëüñòâà (π, ϕ, ψ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ äî-

êàçàòåëüíûì óñëîâèÿì (1), (4) è (5). Ðàññìîòðèì ñëîâî A ∈
(JΓK〈0〉, JΓK〈0〉(JAK〈−h(B)〉)〈0〉]@. Òîãäà åñëè A ∈ NW, òî

π(A) /∈ (JΓK〈0〉(JAK〈−h(B)〉)〈0〉, JΓK〈0〉J(A\B)K〈0〉]@,

à åñëè A ∈ PW \ NW, òî

π−1(A) /∈ (JΓK〈0〉(JAK〈−h(B)〉)〈0〉, JΓK〈0〉J(A\B)K〈0〉]@.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ñåêâåíöèè Γ(B/A)∆→ C è

A ∈ (JΓK〈0〉, JΓK〈0〉JBK〈0〉]@,

åñëè A ∈ NW, òî π(A) /∈ (JΓK〈0〉JBK〈0〉, JΓK〈0〉J(B/A)K〈0〉]@, à åñëè A ∈
PW \ NW, òî π−1(A) /∈ (JΓK〈0〉JBK〈0〉, JΓK〈0〉J(B/A)K〈0〉]@.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíà ñåêâåíöèÿ Γ(A\B)∆ → C. Ðàññìîòðèì

A ∈ (JΓK〈0〉, JΓK〈0〉(JAK〈−h(B)〉)〈0〉]@. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî π(A) = B ∈
(JΓK〈0〉(JAK〈−h(B)〉)〈0〉, JΓK〈0〉J(A\B)K〈0〉]@. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáûõ A′,B′,
òàêèõ ÷òî d(A′) = d(B′) = 2, Aϕ∗A′, Bϕ∗B′, âåðíî, ÷òî ¬(Aϕ∗B′),
¬(Bϕ∗A′) è ñóùåñòâóåò C1, òàêîå ÷òî A′ϕC1 è B′ϕC1.

Ðàññìîòðèì ïîëíûé ψ-ïóòü A1, . . . ,Ak ñ íà÷àëîì â A. Ñîãëàñíî
ëåììå 2.1.3 ñóùåñòâóþò íàèìåíüøèå i è j, òàêèå ÷òî d(Ai) = d(Aj) = 2,

Aϕ∗Ai, Bϕ∗Aj. Òàêæå èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî i 6= j.

Ïóñòü i < j. Òîãäà ðàññìîòðèì ïîëíûé ψ-ïóòü

A1, . . . ,Ai,C1, . . . ,Cl,

ãäå AiϕC1 è Bϕ∗C1. Ñîãëàñíî ëåììå 2.1.3 ñóùåñòâóåò m, òàêîå ÷òî

d(Cm) = 2 è Bϕ∗Cm. Íî â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ C1ψ
+C1, ÷òî ïðî-

òèâîðå÷èò äîêàçàòåëüíîìó óñëîâèþ (4). Åñëè æå j < i, òî ðàññìîòðèì

ïîëíûé ψ-ïóòü A1, . . . ,Aj,C1, . . . ,Cl, ãäå AjϕC1 è Aϕ∗C1. Ñîãëàñíî ëåì-

ìå 2.1.3 ñóùåñòâóåò m, òàêîå ÷òî d(Cm) = 2 è Aϕ∗Cm. Íî â ýòîì ñëó÷àå

òàêæå ïîëó÷àåòñÿ C1ψ
+C1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò äîêàçàòåëüíîìó óñëîâèþ

(4).

Îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî.
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2.2 Êðèòåðèé âûâîäèìîñòè

Ïóñòü äàíà ñåêâåíöèÿ A1 . . . An → B. Ïóñòü

W = JA1K〈0〉 . . . JAnK〈0〉JBK.

Ëåììà 2.2.1. Åñëè L∗ ` A1 . . . An → B, òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî

ñëîâàW ñóùåñòâóåò ñåòü äîêàçàòåëüñòâà (π, ϕ, ψ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ

äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì (1)�(5).

Åñëè L ` A1 . . . An → B, òî äëÿ W ñóùåñòâóåò ñåòü äîêàçà-

òåëüñòâà (π, ϕ, ψ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì (1)�

(6).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L(∗) ` A1 . . . An → B. Èíäóêöèÿ

ïî äëèíå âûâîäà.

Åñëè ñåêâåíöèÿ èìååò âèä p → p, òî W = p
b1c
d0ep

b0c
d0e, PW =

{pb1cd0e, p
b1c
d0ep

b0c
d0e}, NW = {pb1cd0e}, îòíîøåíèå ϕ ïóñòî è ñåòü äîêàçàòåëüñòâà ñ

òàêèì π, ÷òî π(p
b1c
d0e) = p

b1c
d0ep

b0c
d0e, óäîâëåòâîðÿåò âñåì íåîáõîäèìûì äîêà-

çàòåëüíûì óñëîâèÿì.

Ïðèìåíåíèå ïðàâèëà (· →) íå ìåíÿåòW. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïî-

ñëåäíèì øàãîì äîêàçàòåëüñòâà áûëî ïðèìåíåíèå ýòîãî ïðàâèëà, â êà-

÷åñòâå ñåòè äîêàçàòåëüñòâà, óäîâëåòâîðÿþùåé âñåì íåîáõîäèìûì äîêà-

çàòåëüíûì óñëîâèÿì, ìîæíî âçÿòü ñóùåñòâóþùóþ ïî ïðåäïîëîæåíèþ

èíäóêöèè ñåòü äîêàçàòåëüñòâà äëÿ ñåêâåíöèè, ñòîÿùåé â ïîñûëêå ýòîãî

ïðàâèëà.

Ðàññìîòðèì îñòàëüíûå ñëó÷àè.

1. Ïóñòü ïîñëåäíèì øàãîì äîêàçàòåëüñòâà A1 . . . An → B áû-

ëî ïðèìåíåíèå ïðàâèëà (→ /). Òîãäà B = (C/D), W =

JA1K〈0〉 . . . JAnK〈0〉JDK〈h(C)〉JCK, L(∗) ` A1 . . . AnD → C, è, ïî ïðåä-

ïîëîæåíèþ èíäóêöèè, äëÿ

W′ = JA1K〈0〉 . . . JAnK〈0〉JDK〈0〉JCK,
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ñóùåñòâóåò ñåòü äîêàçàòåëüñòâà (π′, ϕ′, ψ′), óäîâëåòâîðÿþ-

ùàÿ âñåì íåîáõîäèìûì äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì. Ïóñòü

B = JA1K〈0〉 . . . JAnK〈0〉, C = BJDK〈0〉. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

α : PW′ → PW,

α(A) =


A, åñëè A v B;

B((B�A)(〈0〉)−1

)〈h(C)〉, åñëè B @ A v C;

BJDK〈h(C)〉(C�A), åñëè C @ A.

Ïîëîæèì π(A) = α(π′(α−1(A))).

2. Ïóñòü ïîñëåäíèì øàãîì äîêàçàòåëüñòâà A1 . . . An → B áû-

ëî ïðèìåíåíèå ïðàâèëà (→ \). Òîãäà B = (C\D), W =

JA1K〈0〉 . . . JAnK〈0〉JDKJCK〈−h(D)〉, L(∗) ` CA1 . . . An → D, è, ïî ïðåä-

ïîëîæåíèþ èíäóêöèè, äëÿ W′, ãäå

W′ = JCK〈0〉JA1K〈0〉 . . . JAnK〈0〉JDK,

ñóùåñòâóåò ñåòü äîêàçàòåëüñòâà (π′, ϕ′, ψ′), óäîâëåòâîðÿþùàÿ âñåì

íåîáõîäèìûì äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

α : PW′ → PW:

α(A) =

JA1K〈0〉 . . . JAnK〈0〉JDK(A(〈0〉)−1

)〈−h(D)〉, åñëè A v JCK〈0〉;

JCK〈0〉�A, åñëè JCK〈0〉 @ A.

Ïîëîæèì π(A) = α(π′(α−1(A))).

3. Ïóñòü ïîñëåäíèì øàãîì äîêàçàòåëüñòâà A1 . . . An → B áûëî ïðè-

ìåíåíèå ïðàâèëà (/→). Òîãäà A1 . . . An → B èìååò âèä

C1 . . . Ci−1(Ci/D)D1 . . . DkCi+1 . . . Cl → C,

ïðè÷åì L(∗) ` C1 . . . Cl → C è L(∗) ` D1 . . . Dk → D.

Ðàññìîòðèì W′ = JC1K〈0〉 . . . JClK〈0〉JCK è

W′′ = JD1K〈0〉 . . . JDkK〈0〉JDK.
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Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñóùåñòâóþò ñåòè äîêàçàòåëüñòâà

(π′, ϕ′, ψ′) è (π′′, ϕ′′, ψ′′), óäîâëåòâîðÿþùèå âñåì íåîáõîäèìûì äî-

êàçàòåëüíûì óñëîâèÿì.

Ïóñòü C = JC1K〈0〉 . . . JCiK〈0〉 and D = JD1K〈0〉 . . . JDkK〈0〉. Ðàññìîòðèì

îòîáðàæåíèÿ α′ : PW′ → PW è α′′ : PW′′ → PW:

α′(A) =

A, åñëè A v C;

C(JDK〈h(Ci)〉)〈0〉D(C�A), åñëè C @ A;

α′′(A) =

C(JDK〈h(Ci)〉)〈0〉A, åñëè A v D;

C((D�A)〈h(Ci)〉)〈0〉, åñëè D @ A.

Ïîëîæèì

π(A) =

α′(π′(α′−1(A))), åñëè A v C èëè C(JDK〈h(Ci)〉)〈0〉D @ A;

α′′(π′′(α′′−1(A))), åñëè C @ A v C(JDK〈h(Ci)〉)〈0〉D.

4. Ïóñòü ïîñëåäíèì øàãîì äîêàçàòåëüñòâà A1 . . . An → B áûëî ïðè-

ìåíåíèå ïðàâèëà (\ →). Òîãäà A1 . . . An → B èìååò âèä

C1 . . . Ci−1D1 . . . Dk(D\Ci) . . . Cl → C,

ïðè÷åì L(∗) ` C1 . . . Cl → C è L(∗) ` D1 . . . Dk → D.

Ðàññìîòðèì W′ = JC1K〈0〉 . . . JClK〈0〉JCK è

W′′ = JD1K〈0〉 . . . JDkK〈0〉JDK.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñóùåñòâóþò ñóùåñòâóþò ñåòè äîêàçà-

òåëüñòâà (π′, ϕ′, ψ′) è (π′′, ϕ′′, ψ′′), óäîâëåòâîðÿþùèå âñåì íåîáõîäè-

ìûì äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì.

Ïóñòü C = JC1K〈0〉 . . . JCi−1K〈0〉 è D = JD1K〈0〉 . . . JDkK〈0〉. Ðàññìîòðèì
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îòîáðàæåíèÿ α′ : PW′ → PW è α′′ : PW′′ → PW:

α′(A) =

A, åñëè A v C;

CD(JDK〈−h(Ci)〉)〈0〉(C�A), åñëè C @ A;

α′′(A) =

CA, åñëè A v D;

CD((D�A)〈−h(Ci)〉)〈0〉, åñëè D @ A.

Ïîëîæèì

π(A) =

α′(π′(α′−1(A))), åñëè A v C èëè CD(JDK〈−h(Ci)〉)〈0〉 @ A;

α′′(π′′(α′′−1(A))), åñëè C @ A v CD(JDK〈−h(Ci)〉)〈0〉.

5. Ïóñòü ïîñëåäíèì øàãîì äîêàçàòåëüñòâà A1 . . . An → B áûëî ïðè-

ìåíåíèå ïðàâèëà (→ ·). Òîãäà A1 . . . An → B èìååò âèä

C1 . . . ClD1 . . . Dk → C ·D,

ïðè÷åì L(∗) ` C1 . . . Cl → C è L(∗) ` D1 . . . Dk → D.

Ðàññìîòðèì W′ = JC1K〈0〉 . . . JClK〈0〉JCK è

W′′ = JD1K〈0〉 . . . JDkK〈0〉JDK.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñóùåñòâóþò ñåòè äîêàçàòåëüñòâà

(π′, ϕ′, ψ′) è (π′′, ϕ′′, ψ′′), óäîâëåòâîðÿþùèå âñåì íåîáõîäèìûì äî-

êàçàòåëüíûì óñëîâèÿì.

Ïóñòü C = JC1K〈0〉 . . . JClK〈0〉. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ α′ : PW′ →
PW è α′′ : PW′′ → PW:

α′(A) =

A, åñëè A v C;

CW′′(C�A), åñëè C @ A;

α′′(A) = CA.

Ïîëîæèì

π(A) =

α′(π′(α′−1(A))), åñëè A v C èëè CW′′ @ A;

α′′(π′′(α′′−1(A))), åñëè C @ A v CW′′.
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Ñåòü äîêàçàòåëüñòâà ñ òàêîé π óäîâëåòâîðÿåò âñåì íåîáõîäèìûì äîêà-

çàòåëüíûì óñëîâèÿì.

Ëåììà 2.2.2. Åñëè ñåêâåíöèè A1 . . . An → B è C1 . . . Ck → D ñòðóê-

òóðíî ýêâèâàëåíòíû è äëÿW = JA1K〈0〉 . . . JAnK〈0〉JBK ñóùåñòâóåò ñåòü

äîêàçàòåëüñòâà (π, ϕ, ψ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì

(1)�(5), òî äëÿ

W′ = JC1K〈0〉 . . . JCkK〈0〉JDK

ñóùåñòâóåò ñåòü (π′, ϕ′, ψ′), òàêæå óäîâëåòâîðÿþùàÿ äîêàçàòåëüíûì

óñëîâèÿì (1)�(5). Åñëè ñåêâåíöèÿ C1 . . . Ck → D íåóïðîùàåìà è äëÿ

(π, ϕ, ψ) âûïîëíÿëîñü äîêàçàòåëüíîå óñëîâèå (6), òî äëÿ (π′, ϕ′, ψ′) îíî

òàêæå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (π, ϕ, ψ) � ñåòü äîêàçàòåëüñòâà äëÿ W, óäî-

âëåòâîðÿþùàÿ äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì (1)�(5).Òàê êàê ñåêâåíöèÿ

C1 . . . Ck → D ñòðóêòóðíî ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé ñåêâåíöèè, ñóùåñòâó-

åò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé (óïðîùåíèÿ òèïîâ, ïðèìåíåíèå ïðàâèë),

ïðåâðàùàþùàÿ îäíó ñåêâåíöèþ â äðóãóþ. Áóäåì ñòðîèòü ñåòè äîêàçà-

òåëüñòâà, óäîâëåòâîðÿþùèå äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì (1)�(5), äëÿ âñåõ

ïðîìåæóòî÷íûõ ñåêâåíöèé.

Óïðîùåíèå òèïîâ, âõîäÿùèõ â ñåêâåíöèþ, ïðàâèëî (· →) è îïåðà-

öèè, îáðàòíûå ê ïåðå÷èëåííûì, íå ìåíÿþò ñòðîêè èç àòîìîâ, ñîîòâåò-

ñòâóþùåé òåêóùåé ñåêâåíöèè. Äëÿ ñåêâåíöèè, ïîëó÷àåìîé ïðèìåíåíèåì

ïðàâèë (→ /) è (→ \) èëè îïåðàöèé, îáðàòíûõ ê íèì, íîâàÿ ñåòü äîêàçà-
òåëüñòâà ñòðîèòñÿ òàê æå êàê â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé ëåììû ïðè

ðàçáîðå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àåâ. Ïîëó÷åííàÿ ñåòü äîêàçàòåëüñòâà äëÿ

W′ áóäåò óäîâëåòâîðÿòü äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì (1)�(5). Êðîìå òîãî

ìåæäó PW è PW′ ñóùåñòâóåò âçàèìíîîäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ñîõðàíÿ-
þùåå îòíîøåíèå ψ. Îíî ïîëó÷àåòñÿ êîìïîçèöèåé âñåõ âñïîìîãàòåëüíûõ

îòîáðàæåíèé α, äëÿ ïåðåõîäîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèìåíåíèÿì ïðàâèë

(→ /) è (→ \) èëè îïåðàöèé, îáðàòíûõ ê íèì.
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Ïóñòü ñåòü äîêàçàòåëüñòâà (π, ϕ, ψ) óäîâëåòâîðÿåò äîêàçàòåëüíî-

ìó óñëîâèþ (6), à ñåêâåíöèÿ C1 . . . Ck → D íåóïðîùàåìà. Â ýòîì ñëó÷àå

îíà ìîæåò ïîëó÷åíà èç ñåêâåíöèè A1 . . . An → B òîëüêî îïåðàöèÿìè

óïðîùåíèÿ. Ïðè ýòèõ îïåðàöèÿõ ïîñòðîåííûå ñåòè äîêàçàòåëüñòâà äëÿ

ïðîìåæóòî÷íûõ ñåêâåíöèé áóäóò óäîâëåòâîðÿòü äîêàçàòåëüíîìó óñëî-

âèþ (6).

Ïóñòü (π, ϕ, ψ) � íåêîòîðàÿ ñåòü äîêàçàòåëüñòâà äëÿ W.

Áóäåì íàçûâàòü β-êëàñòåðàìè êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíî-

øåíèþ β. Ó ýëåìåíòîâ îäíîãî β-êëàñòåðà ñîâïàäàþò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

d, ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ β-êëàñòåðàõ. Òàêæå ó

ýëåìåíòîâ îäíîãî β-êëàñòåðà ñîâïàäàþò çíà÷åíèÿ ôóíêöèé g è Φ, ïî-

ýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî β-êëàñòåðà E ìîæíî ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ g(E)

è Φ(E).

Ðàññìîòðèì ñåòü äîêàçàòåëüñòâà (π, ϕ, ψ). Ïóñòü B � ìíîæåñòâî

÷åòíûõ β-êëàñòåðîâ. Åñëè E ∈ B, òî Fψ(E) = {A|∃B ∈ E(Aψ∗B)} è
Fψ(E) = {A|∃B ∈ E(Aψ∗B)}.

Ââåäåì íà B ñëåäóþùèå îòíîøåíèÿ:

E1ω1E2 ⇔ ∃A ∈ (Fψ(E1) ∩NW) ∪ Φ(E1)∃B ∈ Fψ(E2) \ Fψ(E1)(AϕB),

E1ω2E2 ⇔ ∃A ∈ Φ(E2)(A ∈ Fψ(E1)) ∧ ∃B ∈ Φ(E2)(B /∈ Fψ(E1)),

E1ω3E2 ⇔ (Φ(E1) ⊂ Φ(E2) ∧ d(E1) > 0)∨

∨ (Φ(E1) = Φ(E2) ∧ ∀A ∈ E1∀B ∈ E2((g(E2) ≥ 0 ∧ B @ A)∨

∨ (g(E1) < 0 ∧ A @ B))).

Ïðèìåð 2.2.1. Ðàññìîòðèì ñåêâåíöèþ ((t · (r · (q/s)))/p) p → (t · ((r ·
q)/s)). Äëÿ ýòîé ñåêâåíöèè W = t

b1c
d0er

b1c
d0eq

b1c
d0es

b2c
d−1ep

b2c
d−3ep

b1c
d0es

b1c
d2eq

b0c
d0er

b0c
d0et
b0c
d0e.

Ñõåìà, àíàëîãè÷íàÿ ñõåìå èç ïðèìåðà 2.1.2 áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

t
b1c
d0e

��

r
b1c
d0e

��

q
b1c
d0e

��

s
b2c
d−1e


��	OO
p
b2c
d−3e

����
OO

����
OO

����
OO

p
b1c
d0e

��

s
b1c
d2e

��

�� ��OO�� ��OO
q
b0c
d0e r

b0c
d0e t

b0c
d0e
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Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà B:

Es = {tb1cd0er
b1c
d0eq

b1c
d0es

b2c
d−1e},

Ep = {tb1cd0er
b1c
d0eq

b1c
d0es

b2c
d−1ep

b2c
d−3e},

Eqr = {tb1cd0er
b1c
d0eq

b1c
d0es

b2c
d−1ep

b2c
d−3ep

b1c
d0es

b1c
d2eq

b0c
d0e,

t
b1c
d0er

b1c
d0eq

b1c
d0es

b2c
d−1ep

b2c
d−3ep

b1c
d0es

b1c
d2eq

b0c
d0er

b0c
d0e},

Et = {tb1cd0er
b1c
d0eq

b1c
d0es

b2c
d−1ep

b2c
d−3ep

b1c
d0es

b1c
d2eq

b0c
d0er

b0c
d0et
b0c
d0e}.

Òîãäà îòíîøåíèÿ ω1, ω2 è ω3 áóäóò òàêèìè, êàê ïðåäñòàâëåíî íà ñëåäó-

þùåé ñõåìå:

Es
ω3 //

ω1

��

Ep

Eqr

ω2~~~

>>~~~

Etω3

oo

ω2

OO

Ëåììà 2.2.3. Åñëè ñåòü äîêàçàòåëüñòâà (π, ϕ, ψ) óäîâëåòâîðÿåò äî-

êàçàòåëüíûì óñëîâèÿì (1), (4) è (5), òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ:

1. E1ω1E2 ⇒ Fψ(E1) ⊂ Fψ(E2);

2. E1ω2E2 ⇒ Fψ(E2) ⊂ Fψ(E1);

3. E1ω3E2 ∧ E2ω1E3 ⇒ Fψ(E1) ⊂ Fψ(E3);

4. E1ω2E2 ∧ E2ω1E3 ⇒ E1ω1E3;

5. E1ω2E2 ∧ E2ω3E3 ⇒ E1ω2E3;

6. E1ω3E2 ∧ E2ω3E3 ⇒ E1ω3E3.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Òàê êàê E1ω1E2, ïî îïðåäåëåíèþ, ñóùåñòâóþò òà-

êèå A ∈ (Fψ(E1) ∩ NW) ∪ Φ(E1) è B ∈ Fψ(E2) \ Fψ(E1), ÷òî AϕB.
Ñóùåñòâóåò A′ ∈ Φ(E1), òàêîå ÷òî Aψ∗A′. Ïîëíûé ψ-ïóòü ñ íà÷àëîì
â A è ïðîõîäÿùèé ÷åðåç A′, cîãëàñíî ëåììå 2.1.3, ïðîõîäèò ÷åðåç

íåêîòîðîå B′, òàêîå ÷òî B′βB. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî C ∈ Fψ(E1) âåðíî,

÷òî Cψ∗A′, à B′ ∈ Fψ(E2), èìååì Fψ(E1) ⊂ Fψ(E2).
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2. Òàê êàê E1ω2E2, èìååì E1 ⊂ Fψ(E2), à çíà÷èò, è Fψ(E2) ⊂ Fψ(E1).

3. Òàê êàê E2ω1E3, çíà÷èò, ïî îïðåäåëåíèþ, ñóùåñòâóþò òàêèå A ∈
(Fψ(E2)∩NW)∪Φ(E2) è B ∈ Fψ(E3) \Fψ(E2), ÷òî AϕB. Ñóùåñòâóåò
A′ ∈ Φ(E2), òàêîå ÷òî Aψ∗A′. Âûáåðåì òàêîå A′, ÷òî A′ ∈ Φ(E1).

Ïîëíûé ψ-ïóòü ñ íà÷àëîì â A è ïðîõîäÿùèé ÷åðåç A′, cîãëàñíî
ëåììå 2.1.3, ïðîõîäèò ÷åðåç íåêîòîðîå B′, òàêîå ÷òî B′βB. Òàê êàê

äëÿ ëþáîãî C ∈ Fψ(E1) âåðíî, ÷òî Cψ∗A′, à B′ ∈ Fψ(E3), èìååì

Fψ(E1) ⊂ Fψ(E3). Åñëè òàêîå A′ âûáðàòü íåâîçìîæíî, çíà÷èò, A′ =

A ∈ Φ(E2) \Φ(E1). Â ýòîì ñëó÷àå, äëÿ ëþáîãî C ∈ Φ(E1) âåðíî, ÷òî

CϕB, à çíà÷èò, E1ω1E3 è Fψ(E1) ⊂ Fψ(E3).

4. Òàê êàê E2ω1E3, çíà÷èò, ïî îïðåäåëåíèþ, ñóùåñòâóþò òàêèå A ∈
(Fψ(E2) ∩ NW) ∪ Φ(E2) è B ∈ Fψ(E3) \ Fψ(E2), ÷òî AϕB. Åñëè
A ∈ Φ(E2), òî òàê êàê ñóùåñòâóåò òàêîå C ∈ Φ(E2), ÷òî C ∈ Fψ(E1),

èìååì CϕB è, çíà÷èò, E1ω1E3. Ïóñòü A ∈ Fψ(E2) ∩NW. Ñóùåñòâóåò
òàêîå C ∈ Φ(E2), ÷òî C /∈ Fψ(E1). Ïîëíûé ψ-ïóòü ñ íà÷àëîì â A
è ïðîõîäÿùèé ÷åðåç C, cîãëàñíî ëåììå 2.1.3, ïðîõîäèò ÷åðåç íåêî-
òîðîå B′, òàêîå ÷òî B′βB. Åñëè B′ ∈ Fψ(E1), èìååì C ∈ Fψ(E1).

Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò B′ /∈ Fψ(E1) è E1ω1E3.

5. Òàê êàê Φ(E2) ⊆ Φ(E3), ñóùåñòâóþò A,B ∈ Φ(E3), òàêèå ÷òî A ∈
Fψ(E1) è B /∈ Fψ(E1), à çíà÷èò, E1ω2E3.

6. Åñëè d(E1) > 0 è èëè Φ(E1) ⊂ Φ(E2), èëè Φ(E2) ⊂ Φ(E3), òî Φ(E1) ⊂
Φ(E3) è E1ω3E3. Åñëè æå Φ(E1) = Φ(E2) = Φ(E3) è g(E2) > 0, òî

äëÿ ëþáûõ A1 ∈ E1,A2 ∈ E2,A3 ∈ E3, âåðíî A3 @ A2 @ A1 è,

çíà÷èò, E1ω3E3. Åñëè æå g(E2) < 0, òî g(E1) < 0 è ëèáî g(E3) < 0

è A1 @ A2 @ A3, ëèáî g(E3) ≥ 0 è A3 @ A1 @ A2. Â ëþáîì ñëó÷àå

èìååì E1ω3E3.

Ïîëîæèì îòíîøåíèå ω ðàâíûì (ω1 ∪ ω2 ∪ ω3)
+.
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Ëåììà 2.2.4. Åñëè ñåòü äîêàçàòåëüñòâà (π, ϕ, ψ) óäîâëåòâîðÿåò äî-

êàçàòåëüíûì óñëîâèÿì (1), (4) è (5), òî îòíîøåíèå ω � ñòðîãèé ÷à-

ñòè÷íûé ïîðÿäîê íà B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ãðàô ñ âåðøèíàìè èç B è ðåáðàìè, ìàð-

êèðîâàííûìè öèôðàìè îò 1 äî 3 (E1 è E2 ñîåäèíåíû ðåáðîì, ìàðêè-

ðîâàííûì öèôðîé i, åñëè è òîëüêî åñëè E1ωiE2). Óòâåðæäåíèå ëåììû

ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî â ýòîì ãðàôå íåò öèêëîâ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü öèêë. Îí íå ìîæåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç

ðåáåð, ìàðêèðîâàííûõ öèôðîé 3. Òàêæå, ââèäó óòâåðæäåíèÿ (2) ëåììû

2.2.3, îí íå ìîæåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç ðåáåð, ìàðêèðîâàííûõ öèôðîé 2.

Çíà÷èò, ââèäó óòâåðæäåíèé (4) è (5) òîé æå ëåììû, ñóùåñòâóåò äðóãîé

öèêë, íå ñîäåðæàùèé ðåáåð, ìàðêèðîâàííûõ öèôðîé 2. Ââèäó óòâåðæå-

íèÿ (6), ñóùåñòâóåò öèêë, â êîòîðîì òàêæå ïîñëå ðåáðà, ìàðêèðîâàííîãî

öèôðîé 3, âñåãäà èäåò ðåáðî, ìàðêèðîâàííîå öèôðîé 1. Ââèäó óòâåðæäå-

íèé (1) è (3) ýòî íåâîçìîæíî. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà 2.2.5. Ïóñòü ñåòü äîêàçàòåëüñòâà (π, ϕ, ψ) óäîâëåòâîðÿåò äî-

êàçàòåëüíûì óñëîâèÿì (1), (4) è (5). Òîãäà äëÿ ëþáîãî E ∈ B âåðíî,

÷òî Fϕ(E) ⊆ Fψ(E).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç ëåììû 2.1.3.

Ëåììà 2.2.6. Ïóñòü ñåòü äîêàçàòåëüñòâà (π, ϕ, ψ) óäîâëåòâîðÿåò äî-

êàçàòåëüíûì óñëîâèÿì (1), (4) è (5). Ðàññìîòðèì E � ìàêñèìàëü-

íûé ïî ω ÷åòíûé β-êëàñòåð. Òîãäà d(E) ∈ {0, 2} è Fψ(E) = Fϕ(E) ∪⊔
i(Fϕ(Ei)), ãäå d(Ei) = 1 è g(Ei) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñóùåñòâóåò A ∈ PW \ NW, òàêîå ÷òî d(A) =

d(E) − 2 è Eϕ+A, è A ∈ E1 ∈ B, òî Eω1E1, à çíà÷èò, E íå ìîæåò áûòü

ìàêñèìàëüíûì. Çíà÷èò d(E) ∈ {0, 2}.
Äîêàæåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òàêèõ A ∈ Fψ(E) è B /∈ Fψ(E), ÷òî

AϕB. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè B ∈ NW è A ∈ E1 ∈ B, òî Eω2E1. Åñëè æå

B /∈ NW è B ∈ E2 ∈ B, òî Eω1E2.
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Òåïåðü óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ëåììû 2.2.5 è òîãî ôàêòà,

÷òî åñëè A ∈ Fψ(E) è d(A) = 0, òî A ∈ E .

Ëåììà 2.2.7. Åñëè ñóùåñòâóåò ñåòü äîêàçàòåëüñòâà (π, ϕ, ψ), óäî-

âëåòâîðÿþùàÿ äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì (1)�(5), òî L∗ ` A1 . . . An →
B. Åñëè ñåòü óäîâëåòâîðÿåò åùå è äîêàçàòåëüíîìó óñëîâèþ (6), òî

L ` A1 . . . An → B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ äàííîé ñåêâåíöèè A1 . . . An →
B, äëÿ W ñóùåñòâóåò ñåòü äîêàçàòåëüñòâà (π, ϕ, ψ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ

äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì (1)�(5).

Ïóñòü C1 . . . Ck → D � íåóïðîùàåìàÿ ñåêâåíöèÿ, ñòðóê-

òóðíî ýêâèâàëåíòíàÿ äàííîé. Èñõîäÿ èç ëåììû 2.2.2 äëÿ W′ =

JC1K〈0〉 . . . JCkK〈0〉JDK, ñóùåñòâóåò ñåòü äîêàçàòåëüñòâà (π′, ϕ′, ψ′), òàêæå

óäîâëåòâîðÿþùàÿ äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì (1)�(5) (â ñëó÷àå L òàêæå è

(6)).

Èíäóêöèÿ ïî äëèíå W′.
Åñëè |W′| = 2, òî ñåêâåíöèÿ C1 . . . Ck → D èìååò âèä p → q

è W′ = p
b1c
d0eq

b0c
d0e. Òàêèì îáðàçîì PW′ = {pb1cd0e, p

b1c
d0eq

b0c
d0e} è NW′ = {pb1cd0e}.

Ñåòü äîêàçàòåëüñòâà óäîâëåòâîðÿåò äîêàçàòåëüíîìó óñëîâèþ (2), çíà-

÷èò, p = q, ñåêâåíöèÿ C1 . . . Cl → D åñòü àêñèîìà, à A1 . . . An → B

èìååò âèä ëèáî p → p, ëèáî → p/p, ëèáî → p\p, à çíà÷èò, âûâîäèòñÿ â
L∗. Åñëè âûïîëíåíî åùå è äîêàçàòåëüíîå óñëîâèå (6), òî åäèíñòâåííûé

âîçìîæíûé âàðèàíò � p→ p, ÷òî âûâîäèòñÿ è â L.

Ïóñòü |W′| > 2. Ñåêâåíöèÿ C1 . . . Ck → D íåóïðîùàåìà. Çíà÷èò

D èìååò âèä ëèáî p, ëèáî D′ ·D′′, à äëÿ êàæäîãî i Ci èìååò âèä ëèáî p,
ëèáî C ′i/C

′′
i , ëèáî C

′′
i \C ′i.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

• Ci = JC1K〈0〉 . . . JCiK〈0〉.

• Åñëè Ci = C ′i/C
′′
i , òî C′i = JC1K〈0〉 . . . JCi−1K〈0〉JC ′iK〈0〉.

• Åñëè Ci = C ′′i \C ′i, òî C′i = JC1K〈0〉 . . . JCi−1K〈0〉(JC ′′i K〈−h(C ′i)〉)〈0〉.
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• Åñëè D = (D′ ·D′′), òî D = JC1K〈0〉 . . . JCkK〈0〉JD′′K.

Ðàññìîòðèì E � ìàêñèìàëüíûé ïî ω ÷åòíûé β-êëàñòåð. Åñëè D

èìååò âèä p, òî ïîòðåáóåì äîïîëíèòåëüíî E 6= {W′}.
Ïóñòü d(E) = 0. Òàê êàê D íåóïðîùàåìûé òèï, âåðíî, ÷òî

D = (D′ · D′′) è E = {A | Ck @ A v D, d(A) = 0}. Äîêàæåì, ÷òî
Fψ(E) = (Ci;D] äëÿ íåêîòîðîãî i ≤ k (â ñëó÷àå L 0 < i < k). Ñî-

ãëàñíî ëåììå 2.2.6 Fψ′(E) = (Ck;D] ∪
⊔
j∈I(Cj−1;Cj]@ äëÿ íåêîòîðîãî

I ⊂ {1, . . . , k}. Ïîëîæèì i ðàâíûì íàèìåíüøåìó ýëåìåíòó I. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå j > i, ÷òî j /∈ I. Ðàññìîòðèì A ∈ (Ci−1;Ci]@
è B ∈ (Cj−1;Cj], òàêèå ÷òî d(A) = d(B) = 1. Ðàññìîòðèì A1, . . . ,Al è
B1, . . . ,Bl′ � ïîëíûå ψ′-ïóòè ñ íà÷àëàìè â A è B ñîîòâåòñòâåííî. Èìå-

åì A @ B @ Al @ Bl′. Çíà÷èò ëèáî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷åòíîå h, ÷òî

Ah @ B @ Ah+1, íî â ýòîì ñëó÷àå åñëè Ah ∈ E1, òî Eω2E1, à çíà÷èò,

E íå ìîæåò áûòü ìàêñèìàëüíûì; ëèáî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷åòíîå h, ÷òî

Bh+1 @ A @ Bh, íî â ýòîì ñëó÷àå Bhϕ′A, à çíà÷èò, Bψ′∗A è, ñëåäîâàòåëü-

íî, B ∈ Fψ′(E). Çíà÷èò ñóùåñòâóåò òàêîå i ≤ k (â ñëó÷àå L âûïîëíåíèå

äîêàçàòåëüíîãî óñëîâèÿ (6) äîïîëíèòåëüíî ãàðàíòèðóåò 0 < i < k), ÷òî

Fψ′(E) = (Ci;D]. Òîãäà èç ñåòè äîêàçàòåëüñòâà (π′, ϕ′, ψ′) ìîæíî ïîëó-

÷èòü ñåòè äîêàçàòåëüñòâà äëÿ PCiJD′K è PJCi+1K〈0〉...JCkK〈0〉JD′′K, óäîâëåòâîðÿ-

þùèå âñåì íåîáõîäèìûì äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì. Çíà÷èò, ïî ïðåäïî-

ëîæåíèþ èíäóêöèè L(∗) ` C1 . . . Ci → D′ è L(∗) ` Ci+1 . . . Ck → D′′, è,

ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî (→ ·), ïîëó÷àåì L(∗) ` C1 . . . Ck → D, îòêóäà ñëåäóåò,

÷òî L(∗) ` A1 . . . An → B.

Ïóñòü d(E) = 2. Cóùåñòâóåò òàêîå i ≤ k, ÷òî Ci−1 @ E v Ci. Òàê
êàê Ci � íåóïðîùàåìûé òèï, òî Ci = (C ′i/C

′′
i ) èëè Ci = (C ′′i \C ′i).

Åñëè Ci = (C ′i/C
′′
i ), òî E = {A | C′i @ A v Ci, d(A) = 2}.

Ñîãëàñíî ëåììå 2.2.6 Fψ′(E) = (C′i;Ci] ∪
⊔
j∈I(Cj−1;Cj]@ äëÿ íåêîòî-

ðîãî I ⊂ {1, . . . , k}. Âî-ïåðâûõ, I íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ìåíüøèõ i,

òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî A ∈ Φ(E), åñëè ðàñññìîòðåòü

ïîëíûé ψ-ïóòü ñ íà÷àëîì â A, ïîëó÷èòñÿ, ÷òî Aψ∗A. Òîãäà ðàññìîò-
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ðèì j � ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò I. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå
j /∈ I, ÷òî i < j′ < j. Ðàññìîòðèì A ∈ (Cj−1;Cj]@ è B ∈ (Cj′−1;Cj′],
òàêèå ÷òî d(A) = d(B) = 1. Ðàññìîòðèì A1, . . . ,Al è B1, . . . ,Bl′ � òà-

êèå ïîëíûå ψ′-ïóòè ñ íà÷àëàìè â A è B ñîîòâåòñòâåííî. Ñóùåñòâóåò

h òàêîå, ÷òî Ah ∈ E . Èìååì Ah @ B @ A @ Bl′. Ïîëó÷àåì, ÷òî ñó-

ùåñòâóåò òàêîå ÷åòíîå h′, ÷òî ëèáî Ah′+1 @ B @ Ah′, íî â ýòîì ñëó-

÷àå åñëè Ah′ ∈ E1, òî Eω2E1, à çíà÷èò, E íå ìîæåò áûòü ìàêñèìàëü-

íûì; ëèáî Bh′ @ A @ Bh′+1, íî â ýòîì ñëó÷àå Bh′ϕ′A, à çíà÷èò, Bψ′∗A
è, ñëåäîâàòåëüíî, B ∈ Fψ′(E), ëèáî Bh′ @ Ah @ Bh′+1, íî òîãäà ëèáî

Bh′ ∈ E , è, çíà÷èò, B ∈ Fψ(E), ëèáî åñëè Bh′ ∈ E , òî Eω3E , è, çíà-
÷èò, E íå ìîæåò áûòü ìàêñèìàëüíûì. Òàêèì îáðàçîì ñóùåñòâóåò òàêîå

j ≥ i (â ñëó÷àå L j > i), ÷òî Fψ(E) = (C′i;Cj]. Òîãäà èç ñåòè äîêà-

çàòåëüñòâà (π′, ϕ′, ψ′) ìîæíî ïîëó÷èòü ñåòè äîêàçàòåëüñòâà äëÿ PW1
è

PW2
, ãäåW1 = C′iJCj+1K〈0〉 . . . JCkK〈0〉JDK, àW2 = JCi+1K〈0〉 . . . JCjK〈0〉JC ′′i K,

óäîâëåòâîðÿþùèå âñåì íåîáõîäèìûì äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì. Çíà÷èò,

ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè L(∗) ` C1 . . . Ci−1C
′
iCj+1 . . . Ck → D è

L(∗) ` Ci+1 . . . Cj → C ′′i , è, ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî (/→), ïîëó÷àåì L(∗) `
C1 . . . Ck → D, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî L(∗) ` A1 . . . An → B.

Åñëè Ci = (C ′′i \C ′i), òî E = {A | Ci−1 @ A v C′i, d(A) = 2}. Òî-
ãäà àíàëîãè÷íûì ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ îáðàçîì ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî

ñóùåñòâóåò òàêîå j ≤ i (â ñëó÷àå L j < i), ÷òî Fψ(E) = (Cj−1;C′i].
Òîãäà èç ñåòè äîêàçàòåëüñòâà (π′, ϕ′, ψ′) ìîæíî ïîëó÷èòü ñåòè äîêàçà-

òåëüñòâà äëÿ PW1
è PW2

, ãäå W1 = Cj−1JC ′iK〈0〉JCi+1K〈0〉 . . . JCkK〈0〉JDK,

à W2 = JCjK〈0〉 . . . JCi−1K〈0〉JC ′′i K, óäîâëåòâîðÿþùèå âñåì íåîáõîäèìûì

äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì. Çíà÷èò, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè L(∗) `
C1 . . . Cj−1C

′
iCi+1 . . . Ck → D è L(∗) ` Cj . . . Ci−1 → C ′′i , è, ïðèìåíÿÿ

ïðàâèëî (\ →), ïîëó÷àåì L(∗) ` C1 . . . Ck → D, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

L(∗) ` A1 . . . An → B.

Ëåììû 2.2.1 è 2.2.7 âìåñòå äàþò íàì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. L∗ ` A1 . . . An → B, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ñëîâà W =
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JA1K〈0〉 . . . JAnK〈0〉JBK ñóùåñòâóåò ñåòü äîêàçàòåëüñòâà (π, ϕ, ψ), óäî-

âëåòâîðÿþùàÿ äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì (1)�(5).

L ` A1 . . . An → B, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ñëîâà W =

JA1K〈0〉 . . . JAnK〈0〉JBK ñóùåñòâóåò ñåòü äîêàçàòåëüñòâà (π, ϕ, ψ), óäî-

âëåòâîðÿþùàÿ äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì (1)�(6).

Ðàññìîòðèì A ⊂ PW. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ π-

çàìêíóòûì, åñëè äëÿ ëþáîãî B ∈ A ∩ NW âåðíî, ÷òî π(B) ∈ A, à äëÿ
ëþáîãî B ∈ A \ NW âåðíî, ÷òî π−1(B) ∈ A.

Ëåììà 2.2.8. Ïóñòü åñòü äâå ñåêâåíöèè: A1 . . . An → B è C1 . . . Cm →
D, ïðè÷åì L∗ ` A1 . . . An → B. Ïóñòü W = JA1K〈0〉 . . . JAnK〈0〉JBK

è W′ = JC1K〈0〉 . . . JCmK〈0〉JDK. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå

îòîáðàæåíèå α : PW′ → PW, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå:

1. α èíúåêòèâíî,

2. äëÿ âñåõ A ∈ PW′ âåðíî, ÷òî t(α(A)) = t(A), d(α(A)) = d(A) è

g(α(A)) = g(A),

3. äëÿ âñåõ A,B ∈ PW′, A @ B, åñëè è òîëüêî åñëè α(A) @ α(B).

Ïóñòü G = {A ∈ PW | ¬∃B ∈ PW′(α(B) = A)}. Åñëè G π-çàìêíóòî è

ϕ-çàìêíóòî, òî L∗ ` C1 . . . Cn → D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ′ ýòî ϕ äëÿW′. Òàê êàê G ϕ-çàìêíóòî, äëÿ âñåõ
A,B ∈ PW′ áóäåò âåðíî, ÷òî Aϕ′B⇔ α(A)ϕα(B). Òàê êàê G π-çàìêíóòî,
îòîáðàæåíèå π′, çàäàííîå êàê α−1πα, áóäåò îïðåäåëåíî íà NW′ è ñåòü

äîêàçàòåëüñòâà (π′, ϕ′, ψ′) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì

(1)�(5). Ïîýòîìó, ïî òåîðåìå 1 èìååì

L∗ ` C1 . . . Cn → D.
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Ãëàâà 3

Ëåâîñòîðîííèé ôðàãìåíò èñ÷èñëåíèÿ

Ëàìáåêà

Â ëåâîñòîðîííåì ôðàãìåíòå èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà L(·, \) äëÿ ñîçäàíèÿ

ñëîæíûõ òèïîâ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî äâå îïåðàöèè � \ è ·. Ñîîòâåò-
ñòâåííî èç ïðàâèë îñòàþòñÿ (→ \), (\ →), (→ ·), è (· →). Ïîëíîå èñ÷èñ-

ëåíèå Ëàìáåêà ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì ðàñøèðåíèåì ëåâîñòîðîííåãî

ôðàãìåíòà. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü èñ÷èñëåíèå L∗(·, \). Êàê
è â ïîëíîì èñ÷èñëåíèè ïðàâèëî ñå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìûì.

Ìû äîêàæåì, ÷òî çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ âûâîäèìîñòè â L(·, \) è
L∗(·, \) ÿâëÿþòñÿ NP-ïîëíûìè. Äëÿ ýòîãî ìû ñâåäåì ê íèì èçâåñòíóþ

NP-ïîëíóþ çàäà÷ó âûïîëíèìîñòè áóëåâûõ ôîðìóë â êîíúþíêòèâíîé

íîðìàëüíîé ôîðìå SAT.

Ïðåäëîæåííûå êîíñòðóêöèè ìîæíî ÿâíî ïåðåïèñàòü äëÿ ïðàâî-

ñòîðîííåãî ôðàãìåíòà. Ïîýòîìó áóäåò âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ âûâîäèìîñòè ñåêâåíöèé â L(·, \),
L(·, /), L∗(·, \) è L∗(·, /) NP-ïîëíà.

Ñëåäñòâèå 1. Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè äàííîãî ñëî-

âà ÿçûêó, ïîðîæäåííîìîó äàííîé ãðàììàòèêîé, îñíîâàííîé íà L(·, \),
L(·, /), L∗(·, \) èëè L∗(·, /), NP-ïîëíà.
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3.1 Ñâåäåíèå çàäà÷è SAT ê çàäà÷å âûâîäèìîñòè äëÿ

L(·, \)

Ïóñòü c1 ∧ . . . ∧ cm � áóëåâà ôîðìóëà îò ïåðåìåíííûõ x1 . . . xn â êîíú-

þíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå. Ïî ýòîé ôîðìóëå ìû ïîñòðîèì òàêóþ

ñåêâåíöèþ, ÷òî îíà âûâîäèòñÿ â L(·, \) (è â L∗(·, \)) òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà ôîðìóëà áóäåò âûïîëíèìà.

Äëÿ êàæäîé áóëåâîé ïåðåìåííîé xi ïóñòü ¬0xi îáîçíà÷àåò ëèòå-

ðàë ¬xi, à ¬1xi îáîçíà÷àåò ëèòåðàë xi.

Çàìåòèì, ÷òî 〈t1, . . . , tn〉 ∈ {0, 1}n ÿâëÿåòñÿ âûïîëíÿþùåé îöåíêîé
äëÿ ôîðìóëû c1∧. . .∧cm, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ êàæäîãî j ≤ m íàéäåòñÿ

òàêîå i ≤ n, ÷òî ¬tixi ïðèñóòñòâóåò â ýëåìåíòàðíîé äèçúþíêöèè cj (êàê
îáû÷íî, 1 îçíà÷àåò

”
èñòèíà“, à 0 �

”
ëîæü“).

Ïóñòü pji , ri, ãäå 0 ≤ i ≤ n+ 1, 0 ≤ j ≤ m � ðàçëè÷íûå ïðèìèòèâ-

íûå òèïû èç P.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ñåìåéñòâà òèïîâ:

G0 = (p0
0\p0

n+1);

Gj = ((pj0\Gj−1) · pjn+1); G = Gm;

H0
i = (p0

i−1\p0
i );

Hj
i = (pji−1\(H

j−1 · pji )); Hi = Hm
i ;

E0
i (t) = (p0

i−1\p0
i );

Ej
i (t) =

((pji−1\E
j−1
i (t)) · pji ), åñëè ¬txi ïðèñóòñòâóåò â cj,

(pji−1\(E
j−1
i (t) · pji )), åñëè ¬txi íå ïðèñóòñòâóåò â cj;

Ei(t) = Em
i (t);

F1 = (E1(0) · ((E1(0)\E1(1)) · (H1\r1)));

Fi = (((Ei−1(0)\ri−1)\Ei(0)) · ((Ei(0)\Ei(1)) · (Hi\ri))),

äëÿ 1 < i < n+ 1;

Fn+1 = ((En(0)\rn)\Hn+1).
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Ëåììà 3.1.1. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. c1 ∧ . . . ∧ cm âûïîëíèìà.

2. L(·, \) ` F1 . . . Fn+1 → G

3. L∗(·, \) ` F1 . . . Fn+1 → G

Ýòà ëåììà áóäåò äîêàçàíà â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

3.2 Äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè ñâåäåíèÿ

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îòáðàæåíèÿ J·K, èìååì:

JG0K = p
0b0c
n+1d0ep

0b1c
0d−1e;

JGjK = p
jb0c
n+1d0eJG

j−1Kpjb1c0d−je; JGK = JGmK

JH0
i K
〈0〉 = p

0b2c
i−1d1ep

0b1c
id0e ;

JHj
i K
〈0〉 = p

jb2c
i−1dj+1eJH

j−1
i K〈0〉pjb1cid0e ; JHiK〈0〉 = JHm

i K〈0〉

JE0
i (t)K

〈0〉 = p
0b2c
i−1d1ep

0b1c
id0e ;

JEj
i (t)K

〈0〉 =

p
jb2c
i−1djeJE

j−1
i (t)K〈0〉pjb1cid0e , åñëè ¬txi åñòü â cj,

p
jb2c
i−1dj+1eJE

j−1
i (t)K〈0〉pjb1cid0e , åñëè ¬txi íåò â cj;

Ðàññìîòðèì W = JE1(t1)K〈0〉 . . . JEn(tn)K〈0〉JHn+1K〈0〉JGK.

Åñëè ïðèìèòèâíûé òèï pji âõîäèò â ñåêâåíöèþ

E1(t1) . . . En(tn)Hn+1 → G,

îí âñòðå÷àåòñÿ òàì ðîâíî äâàæäû. Çíà÷èò, â PW åñòü ðîâíî äâà ýëåìåíòà,

òàêèõ ÷òî çíà÷åíèå ôóíêöèè t íà íèõ ðàâíî pji . Ïóñòü P
j+
i îáîçíà÷àåò

ýëåìåíò NW, òàêîé ÷òî t(Pj+i ) = pji , à P
j−
i � ýëåìåíò PW \NW, òàêîé ÷òî

t(Pj−i ) = pji . Âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Åñëè 0 ≤ i ≤ n, òî Φ(P0−
i ) = {P0+

i+1}

2. Åñëè 0 ≤ i ≤ n, j > 0 è ëèòåðàë ¬tixi âõîäèò â ýëåìåíòàðíóþ

äèçúþíêöèþ cj, òî Φ(Pj−i−1) = {Pj
′+
i | j′ < j}.
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3. Åñëè 0 ≤ i ≤ n, j > 0 è ëèòåðàë ¬tixi íå âõîäèò â ýëåìåíòàðíóþ
äèçúþíêöèþ cj, òî Φ(Pj−i−1) = {Pj

′+
i | j′ ≤ j}.

4. Φ(Pj−n ) = {Pj
′+
n+1 | j′ ≤ j}.

5. Φ(Pj+0 ) = {Pj
′−
n+1 | j′ < j}.

Ôóíêöèÿ π ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì (1) and

(2) òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ âñåõ i è j, π(Pj+i ) = Pj−i . Åñëè ýòî òàê,

òî ôóíêöèÿ π òàêæå óäîâëåòâîðÿåò äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì (3) è (6).

Çäåñü óäîáíî èñïîëüçîâàòü íåìíîãî äðóãóþ âèçóàëèçàöèþ ñåòåé

äîêàçàòåëüñòâà. ÇàïèøåìW â ìàòðèöó ñ m+1 ñòðîêàìè è 2n+4 ñòîëá-

öàìè, â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå. Íà÷èíàÿ ñ ëåâîãî íèæíåãî óãëà, çàïîëíÿåì

ñíà÷àëà ïåðâûé ñòîëáåö àòîìàìè èç W ñíèçó ââåðõ, çàòåì âòîðîé ñòîë-

áåö ñâåðõó âíèç è òàê äàëåå.

GF

...

ED

@A

...

BC OO
... . . . ...@A BC

GF

...

ED

...
��

Âõîæäåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå Pj+i , íàõîäèòñÿ â ýòîé ìàòðèöå â ñòðîêå

j+1 è ñòîëáöå 2i, åñëè i > 0, èëè â ñòîëáöå 2n+4, åñëè i = 0. Âõîæäåíèå,

ñîîòâåòñòâóþùåå Pj−i , íàõîäèòñÿ â ñòðîêå j è ñòîëáöå 2i+ 1.

Ïðèìåð 3.2.1. Ðàññìîòðèì áóëåâó ôîðìóëó îò äâóõ ïåðåìåííûõ x1 ∧
(¬x1 ∨ x2).

Ñåòü äîêàçàòåëüñòâà äëÿ E1(1)E2(1)H3 → G áóäåò òàêîé:

p
0b2c
0d1e

// p
0b1c
1d0e

// p
0b2c
1d1e

// p
0b1c
2d0e

// p
0b2c
2d1e

// p
0b1c
3d0e

// p
0b0c
3d0e p

0b1c
0d−1e

oo
BCEDGF@A

//

p
1b2c
0d1e

@@�������

p
1b1c
1d0e

// p
1b2c
1d2e

//

@@�������

p
1b1c
2d0e

// p
1b2c
2d2e

//

@@�������

p
1b1c
3d0e

// p
1b0c
3d0e p

1b1c
0d−1e

__

BC

EDGF

@A
//

p
2b2c
0d3e

//

@@�������

GG�����������������

p
2b1c
1d0e

// p
2b2c
1d2e

@@�������

GG�����������������

p
2b1c
2d0e

// p
2b2c
2d3e

//

@@�������

GG�����������������

p
2b1c
3d0e

// p
2b0c
3d0e p

2b1c
0d−2e

__

WW

BC

EDGF

@A
//
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî çäåñü åñëè Pj+i ψ∗P
j′+
i′ , òî i < i′ è j′ ≤ j.

Ëåììà 3.2.1. Ñåêâåíöèÿ E1(t1) . . . En(tn)Hn+1 → G âûâîäèòñÿ â L(·, \)
(è â L∗(·, \)), åñëè è òîëüêî åñëè 〈t1, . . . , tn〉 åñòü âûïîëíÿþùàÿ îöåíêà

äëÿ ôîðìóëû c1 ∧ . . . ∧ cm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 〈t1, . . . , tn〉 åñòü âûïîëíÿþùàÿ îöåíêà äëÿ ôîð-
ìóëû c1∧ . . .∧cm. Â âèäó âûøåñêàçàííîãî íàì îñòàëîñü ïðîâåðèòü òîëü-

êî âûïîëíåíèå äîêàçàòåëüíîãî óñëîâèÿ (5). Íàäî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ Pj+0

âûïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå èç ëåììû 2.1.3. Äëÿ P0+
0 ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P0+
0 = A1, . . . ,Ak, òàêîé ÷òî d(Ak) = 0

è Ai−1ψAi äëÿ âñåõ i � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P0+
0 ,P0−

0 ,P0+
1 . . . ,P0+

n−1,P0−
n+1,

ïðè ÷åì P0+
0 ϕP0−

n+1, à çíà÷èò, óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî. Ðàññìîòðèì òå-

ïåðü Pj+0 , ãäå j > 0. Ðàññìîòðèì íàèìåíüøåå i ≤ n, òàêîå ÷òî ëèòå-

ðàë ¬tixi âõîäèò â ýëåìåíòàðíóþ äèçúþíêöèþ cj. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

Pj+0 ψ∗Pj−i−1, à çíà÷èò, P
j+
0 ψ∗Pj

′+
i , ãäå j′ < j è ¬(Pj+0 ψ∗Pj+i ). Òàêèì îáðà-

çîì èìååì ¬(Pj+0 ψ∗Pj−n+1). Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

A = A1, . . . ,Ak, òàêîé ÷òî d(Ak) = 0 è Ai−1ψAi äëÿ âñåõ i, Ak = Pj
′−
n+1,

ãäå j′ < j. Òàê êàê Pj+0 ϕPj
′−
n+1, âûïîëíÿåòñÿ äîêàçàòåëüíîå óñëîâèå (5), è

ïî òåîðåìå 1 ïîëó÷àåì L(·, \) ` E1 . . . EnHn+1 → G.

Ïóñòü 〈t1, . . . , tn〉 íå ÿâëÿåòñÿ âûïîëíÿþùåé îöåíêîé äëÿ ôîð-

ìóëû c1 ∧ . . . ∧ cm. Òîãäà ñóùåñòâóåò j ≤ m, òàêîå ÷òî íè îäèí ëè-

òåðàë ¬tixi íå âõîäèò â ýëåìåíòàðíóþ äèçúþíêöèþ cj. Â ýòîì ñëó-

÷àå äëÿ âñåõ i ≤ n âåðíî, ÷òî Pj−i ψP
j+
i+1, à çíà÷èò, äëÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè Pj+0 ,Pj−0 ,Pj+1 . . . ,Pj+n−1,P
j−
n+1 íå âûïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå ëåì-

ìû 2.1.3. Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ åäèíñòâåííî âîçìîæíîé ñåòè äîêàçàòåëü-

ñòâà íå âûïîëíÿåòñÿ äîêàçàòåëüíîå óñëîâèå (5), è, çíà÷èò, ïî òåîðåìå 1

L(·, \) 6` E1 . . . EnHn+1 → G.

Ëåììà 3.2.2.

L(·, \) ` Ei(0)→ Hi;

L(·, \) ` Ei(1)→ Hi;
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L(·, \) ` (Hi\ri)→ (Ei−1(0)\ri−1);

L(·, \) ` (Ei(0)\Ei(1))(Hi\ri)→ (Ei−1(0)\ri−1).

Ëåììà 3.2.3. Åñëè ôîðìóëà c1 ∧ . . . ∧ cm âûïîëíèìà, òî L(·, \) `
F1 . . . Fn+1 → G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì çà îñíîâó ñåêâåíöèþ E1(t1) . . . En(tn) → G,

ãäå 〈t1, . . . , tn〉 åñòü âûïîëíÿþùàÿ îöåíêà äëÿ ôîðìóëû c1 ∧ . . . ∧ cm.
Ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà (\ →), ñåêâåíöèé èç ëåììû 3.2.2 è ïðàâèëà (· →)

ìîæíî ïîëó÷èòü ñåêâåíöèþ F1 . . . Fn+1 → G.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü ÷òî L(·, \) ` F1 . . . Fn+1 → G. Ðàññìîòðèì

W = JF1K〈0〉 . . . JFn+1K〈0〉JGK.

Ïî òåîðåìå 1 äëÿ PW ñóùåñòâóåò ñåòü äîêàçàòåëüñòâà (π, ϕ, ψ),

äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû äîêàçàòåëüíûå óñëîâèÿ (1)-(5).

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Fi = JF1K〈0〉 . . . JFiK〈0〉r
b2c
idm+1e((JEi(0)K⊥−1)⊥−(m+1))〈0〉

E0
i = Fi−1JEi(0)K〈0〉 E0

i
′ = JEi(0)K〈0〉

E0
i
′′ = E0

i (JEi(0)K⊥−(m+1))〈0〉

E1
i = E0

i J(Ei(0)\Ei(1))K〈0〉 E1
i
′ = JEi(1)K〈0〉

Hi = E1
i (J(Hi\ri)K)〈0〉 H′i = (JHiK⊥−1)〈0〉

Ki(0) = Ei(0)

Ki(1) = (Ei(0) · (Ei(0)\Ei(1)))

Mi(0) = ((Ei−1(0)\ri−1)\Ei(0))

Mi(1) = (((Ei−1(0)\ri−1)\Ei(0)) · (Ei(0)\Ei(1)))

Ëåììà 3.2.4. Åñëè L∗(·, \) ` F1 . . . Fn+1 → G, òî ñóùåñòâóþò ti ∈
{0, 1}, òàêèå ÷òî

L∗(·, \) ` K1(t1) . . . Kn(tn)Hn+1 → G.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ÷òî ñóùåñòâóåò tn ∈ {0, 1}, òàêîå ÷òî

L∗(·, \) ` F1 . . . Fn−1Mi(tn)Hn+1 → G.

Ðàññìîòðèì ñåòü äîêàçàòåëüñòâà (π, ϕ, ψ). Òàê êàê Fn ∈ NW, ðàñ-
ñìîòðèì A = π(Fn). Òàê êàê t(Fn) = pmn , ñóùåñòâóåò òðè âîçìîæíûõ âà-

ðèàíòà äëÿ A � E0
np

mb2c
ndm+1e, E

0
np

mb2c
ndm+1e è Fnp

mb2c
ndm(+1)e. Ïîñëåäíèé âàðèàíò

íå âîçìîæåí ñîãëàñíî ëåììå 2.1.5. Ïóñòü òîãäà A = E0
np

mb2c
ndm+1e. Â ýòîì

ñëó÷àå ìíîæåñòâî (E0
n,Fn] ÿâëÿåòñÿ π-çàìêíóòûì. Çíà÷èò äëÿ ñòðîêè

JF1K〈0〉 . . . JFn−1K〈0〉JMn(0)K〈0〉JHn+1K〈0〉JGK

ìîæíî ïðèìåíèòü ëåììó 2.2.8, îòêóäà

L∗(·, \) ` F1 . . . Fn−1Mi(0)Hn+1 → G.

Åñëè æå A = E0
np

mb2c
ndm+1e, òî ìíîæåñòâî (E1

n,Fn] ÿâëÿåòñÿ π-çàìêíóòûì, è
àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî

L∗(·, \) ` F1 . . . Fn−1Mi(1)Hn+1 → G.

Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäàòü òàê æå, ìû áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó-

÷àòü óòâåðæäåíèÿ âèäà

L∗(·, \) ` F1 . . . Fi−1Mi(ti)Ki+1(ti+1) . . . Kn(tn)Hn+1 → G.

Åäèíñòâåííûì îòëè÷èåì áóäåò òî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò i + 1 ê i, åñ-

ëè ti+1 = 1 äëÿ π(Fi) áóäåò ñóùåñòâîâàòü äîïîëíèòåëüíûé âàðèàíò �

E0
i+1
′′p

mb2c
ndm+1e. Ýòîò âàðèàíò íåâîçìîæåí, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå èç âûïîë-

íåíèÿ äîêàçàòåëüíîãî óñëîâèÿ (5) ñëåäóåò ÷òî E1
i+1ψ

∗Hir
b2c
idm+1e, íî â ýòîì

ñëó÷àå π(E0
i+1) = E0

i+1p
mb2c
i+1dm+1e, à çíà÷èò, Hir

b2c
idm+1eψ

∗E1
i+1 è E1

i+1ψE1
i+1.

Ïðèìåíèâ ýòî æå ðàññóæäåíèå ê ñåêâåíöèè

F1M2(t2)K3(t3) . . . Kn(tn)Hn+1 → G

ìû ïîëó÷èì

L∗(·, \) ` K1(t1) . . . Kn(tn)Hn+1 → G.
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Ëåììà 3.2.5. Åñëè L∗(·, \) ` F1 . . . Fn+1 → G, òî ôîðìóëà c1 ∧ . . .∧ cm
âûïîëíèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 3.2.4 ñóùåñòâóþò ti ∈ {0, 1}, òàêèå
÷òî

L∗(·, \) ` K1(t1) . . . Kn(tn)Hn+1 → G.

Äîêàæåì ÷òî L∗(·, \) ` E1(t1) . . . En(tn)Hn+1 → G.

Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî äîêàçûâàòü, ÷òî

L∗(·, \) ` K1(t1) . . . Ki(ti)Ei+1(ti+1) . . . En(tn)Hn+1 → G.

Åñëè ti = 0, òîKi(ti) = Ei(ti) è äîêàçûâàòü íè÷åãî íå íàäî. Ïóñòü ti = 1.

Òîãäà ðàññìîòðèì

W = JK1(t1)K〈0〉 . . . JKi(ti)K〈0〉JEi+1(ti+1)K〈0〉JHn+1K〈0〉JGK.

Ïî òåîðåìå 1 äëÿ PW ñóùåñòâóåò ñåòü äîêàçàòåëüñòâà (π, ϕ, ψ) óäîâëå-

òâîðÿþùàÿ äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì (1)-(5).

Îáîçíà÷èì Ki = JK1(t1)K〈0〉 . . . JKi(ti)K〈0〉.

Ðàññìîòðèì A = Ki−1JEi(0)K〈0〉(JEi(0)K⊥−(m+1))〈0〉 ∈ NW. Äëÿ π(A)

âîçìîæíû òðè âàðèàíòà. Ïåðâûé âàðèàíò � Apmb2cidm(+1)e, íåâîçìîæåí ïî

ëåììå 2.1.5. Âòîðîé âàðèàíò � Kip
mb2c
idm(+1)e, è â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî

(Ki,A]@ ÿâëÿåòñÿ π-çàìêíóòûì è ïî ëåììå 2.2.8 ïîëó÷àåì

L(·, \) ` K1(t1) . . . Ei(1)Ei+1(ti+1) . . . En(tn)Hn+1 → G.

Òðåòèé âàðèàíò � Ki−2JEi−1(0)K〈0〉pmb2cidm+1e � âîçíèêàåò òîëüêî â òîì ñëó-

÷àå, åñëè ti−1 = 1. Íî â ýòîì ñëó÷å åäèíñòâåííûì âàðèàíòîì äëÿ π(B),

ãäå

B = Ki−2JEi−1(0)K〈0〉(JEi−1(0)K⊥−(m+1))〈0〉,

áóäåò Bpmb2ci−1dm+1e, ÷òî íåâîçìîæíî ïî ëåììå 2.1.5.

Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè, ÷òî

L(·, \) ` E1(t1) . . . En(tn)Hn+1 → G.

Îòñþäà ïî ëåììå 3.2.1 ïîëó÷àåì, ÷òî 〈ti, . . . , tn〉 åñòü âûïîëíÿþùàÿ îöåí-
êà äëÿ ôîðìóëû c1 ∧ . . . ∧ cm.
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Òàê êàê äëÿ âñåõ ñåêâåíöèé L(·, \) ` Π → A ⇒ L∗(·, \) ` Π → A,

ëåììû 3.2.3 è 3.2.5 âìåñòå äàþò íàì ëåììó 3.1.1.
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Ãëàâà 4

Ôðàãìåíò èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà áåç

óìíîæåíèÿ

Âî ôðàãìåíòå èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà áåç óìíîæåíèÿ L(\, /) äëÿ ñîçäàíèÿ
ñëîæíûõ òèïîâ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî äâå îïåðàöèè � \ è /. Ñîîòâåò-

ñòâåííî, èç ïðàâèë îñòàþòñÿ (→ \), (\ →), (→ /), è (/→). Ïîëíîå èñ-

÷èñëåíèå Ëàìáåêà ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì ðàñøèðåíèåì ôðàãìåíòà

áåç óìíîæåíèÿ. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü èñ÷èñëåíèå L∗(\, /).
Êàê è â ïîëíîì èñ÷èñëåíèè, ïðàâèëî ñå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìûì.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî A ∈ Tp(\, /) âåðíî, ÷òî h(A) =

1, è, çíà÷èò, äëÿ âñåõ A ∈ PW âåðíî, ÷òî ëèáî g(A) = ±1, ëèáî g(A) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî A ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì îäíî B, òàêîå
÷òî AϕB. Çíà÷èò, Φ òåïåðü ìîæíî ïîíèìàòü êàê ÷àñòè÷íóþ îäíîçíà÷-

íóþ ôóíêöèþ íà PW (åå çíà÷åíèÿ òåïåðü áóäóò ýëåìåíòàìè PW, à íå

ïîäìíîæåñòâàìè). Òàêæå îòíîøåíèå ψ ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ÷àñòè÷íîé

îäíîçíà÷íîé ôóíêöèè Ψ.

Ëåììà 4.0.6. Ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî A ∈ PW, òàêîå ÷òî d(A) = 0.

Áóäåì îáîçíà÷àòü åãî A0.

Ïóñòü ñåòü äîêàçàòåëüñòâà (π, ϕ, ψ) äëÿ W óäîâëåòâîðÿåò äî-

êàçàòåëüíîìó óñëîâèþ (1). Òîãäà âûïîëíåíèå äîêàçàòåëüíûõ óñëîâèé

(4) è (5) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ: äëÿ ëþáîãî A ∈ NW
âåðíî, ÷òî Aψ+Φ(A), à äëÿ ëþáîãî A ∈ PW, òàêîãî ÷òî d(A) = 1, âåð-

íî, ÷òî Aψ+A0.
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Òåîðåìà 3. Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ âûâîäèìîñòè ñåêâåíöèé â L(\, /) è

L∗(\, /) NP-ïîëíà.

Ñëåäñòâèå 2. Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè äàííîãî ñëîâà

ÿçûêó, ïîðîæäåííîìó äàííîé ãðàììàòèêîé, îñíîâàííîé íà L(\, /) èëè
L∗(\, /), NP-ïîëíà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ìû ñâåäåì ê çàäà÷àì ðàñïîçíà-

âàíèÿ âûâîäèìîñòè â L(\, /) è L∗(\, /) NP-ïîëíóþ çàäà÷ó âûïîëíèìîñòè

áóëåâûõ ôîðìóë â êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå SAT.

4.1 Ñâåäåíèå çàäà÷è SAT ê çàäà÷å âûâîäèìîñòè äëÿ

L(\, /)

Ïóñòü c1∧. . .∧cm � áóëåâà ôîðìóëà îò ïåðåìåíííûõ x1 . . . xn â êîíúþíê-

òèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå. Ïî ýòîé ôîðìóëå ìû ïîñòðîèì ñåêâåíöèþ

òàêóþ, ÷òî îíà âûâîäèòñÿ â L(\, /) (è â L∗(\, /)) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ôîðìóëà áóäåò âûïîëíèìà.

Ïóñòü pji , q
j
i , a

j
i , b

j
i , ãäå 0 ≤ i ≤ n, 0 < j ≤ m � ðàçëè÷íûå ïðèìè-

òèâíûå òèïû èç P.
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Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ñåìåéñòâà òèïîâ:

G0 = (p0
0\p0

n)

Gj = (qjn/((q
j
0\p

j
0)\Gj−1))\pjn

G = Gm

A0
i = (a0

i\p0
i )

Aj
i = (qji /((b

j
i\a

j
i )\A

j−1
i ))\pji

Ai = Am
i

E0
i (t) = p0

i−1

Ej
i (t) =

qji /(((q
j
i−1/E

j−1
i (t))\pji−1)\p

j−1
i ), åñëè ¬txi åñòü â cj

(qji−1/(q
j
i /(E

j−1
i (t)\pj−1

i )))\pji−1, åñëè ¬txi íåò â cj

F j
i (t) = (Ej

i (t)\p
j
i )

Fi(t) = Fm
i (t)

B0
i = a0

i

Bj
i = qji−1/(((b

j
i/B

j−1
i )\aji )\p

j−1
i−1 )

Bi = Bm
i \pmi−1

Ïóñòü Πi îáîçíà÷àåò ñëåäóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òèïîâ:

(Fi(0)/(Bi\Ai)) Fi(0) (Fi(0)\Fi(1)).

Ëåììà 4.1.1. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

c1 ∧ . . . ∧ cmâûïîëíèìà

L(\, /) ` Π1 . . .Πn → G

L∗(\, /) ` Π1 . . .Πn → G

Ýòà ëåììà áóäåò äîêàçàíà â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.
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4.2 Äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè ñâåäåíèÿ

Êàê è â ñëó÷àå ñ ëåâîñòîðîííèì ôðàãìåíòîì, âíà÷àëå ìû ðàññìîòðèì,

êàêèì îáðàçîì âûïîëíèìîñòü ôîðìóëû êîäèðóåòñÿ â ïîñòðîåííîé ñå-

êâåíöèè.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ J·K èìååì:

JG0K = p
0b0c
nd0ep

0b1c
0d−1e;

JGjK = p
jb0c
nd0eq

jb1c
nd−1e(JG

j−1K〈1〉)〈−1〉q
jb4c
0d1ep

jb3c
0d−1e;

JGK = JGmK;

JE0
i (t)K = p

0b0c
i−1d0e;

JEj
i (t)K =



p
jb2c
i−1d1eq

jb3c
i−1d−1e(((JE

j−1
i (t)K〈1〉)〈−1〉)〈−1〉)〈1〉p

j−1b1c
id1e p

jb0c
id0e ,

åñëè ¬txi åñòü â cj,

p
jb0c
i−1d0eq

jb1c
i−1d−1e(((JE

j−1
i (t)K〈−1〉)〈1〉)〈1〉)〈−1〉p

j−1b3c
id1e q

jb2c
id−1e,

åñëè ¬txi íåò â cj;

JFi(t)K〈0〉 = (JEm
i (t)K〈−1〉)〈1〉p

mb1c
id0e .

Ïóñòü äàíà íåêîòîðàÿ îöåíêà 〈t1, . . . , tn〉. Ðàññìîòðèì W =

JF1(t1)K〈0〉 . . . JFn(tn)K〈0〉JGK.

ÇàïèøåìW â ìàòðèöó ñ m+1 ñòðîêàìè è 2n+2 ñòîëáöàìè, êàê â

ñëó÷àå ñ ëåâîñòîðîííèì ôðàãìåíòîì � íà÷èíàÿ ñ ëåâîãî íèæíåãî óãëà,

çàïîëíÿåì ñíà÷àëà ïåðâûé ñòîëáåö àòîìàìè èç W ñíèçó ââåðõ, çàòåì

âòîðîé ñòîëáåö ñâåðõó âíèç è òàê äàëåå.

GF

...

ED

@A

...

BC OO
... . . . ...@A BC

GF

...

ED

...
��

Ïðèìåð 4.2.1. Ðàññìîòðèì áóëåâó ôîðìóëó îò äâóõ ïåðåìåííûõ x1 ∨
x2.
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Ñåòü äîêàçàòåëüñòâà äëÿ F1(1)F2(0)→ G áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

p
0b6c
0d−1e

��

p
0b3c
1d1e

//

��

p
0b6c
1d1e

// p
0b5c
2d1e

//

��

p
0b2c
2d−1e

��

p
0b3c
0d−1e

oo
BCEDGF@A

//

q
1b5c
0d−1e

��

@A

GF ED

BC
ooq

1b2c
1d1e

��

q
1b3c
1d−1e

oo

��

q
1b4c
2d−1e

oo q
1b1c
2d−1e

oo

��

q
1b4c
0d1e

��

p
1b4c
0d1e

GG������������������

p
1b1c
1d0e

// p
1b2c
1d1e

// p
1b1c
2d0e

// p
1b0c
2d0e p

1b3c
0d−1e

XX

BC

EDGF

@A
//

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ññûëÿòüñÿ íà ýòó ñõåìó è èëëþñòðèðî-

âàòü íàøè óòâåðæäåíèÿ î ñòðóêòóðå ñåòè äîêàçàòåëüñòâà (π, ϕ, ψ) èçîá-

ðàæåíèåì ðåëåâàíòíîé ÷àñòè ýòîé ìàòðèöû.

Åñëè ïðèìèòèâíûé òèï âõîäèò â ñåêâåíöèþ F1(t1) . . . Fn(tn)→ G,

îí âñòðå÷àåòñÿ òàì ðîâíî äâàæäû. Ñîîòâåòñòâåííî, â ìíîæåñòâå PW åñòü

ðîâíî äâà ýëåìåíòà, òàêèõ ÷òî çíà÷åíèå ôóíêöèè t íà íèõ ðàâíî pji .

Ïóñòü Pj+i îáîçíà÷àåò ýëåìåíò ìíîæåñòâà NW, òàêîé ÷òî t(Pj+i ) = pji

(ñîîòâåòñòâóþùåå âõîæäåíèå áóäåò íàõîäèòüñÿ â ìàòðèöå â ñòðîêå 2j+1

è ñòîëáöå 2i äëÿ i > 0 è 2n + 2 äëÿ i = 0), à Pj−i � ýëåìåíò ìíîæåñòâà

PW\NW, òàêîé ÷òî t(Pj−i ) = pji (ñòðîêà 2j+1, ñòîëáåö 2i+1). Àíàëîãè÷íî

îïðåäåëèì Qj+
i (ñòðîêà 2j, ñòîëáåö 2j + 1) è Qj−

i (ñòðîêà 2j, ñòîëáåö 2i

äëÿ i > 0 è 2n+ 2 äëÿ i = 0).

Âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. d(Pm−n ) = 0.

2. Åñëè ëèòåðàë ¬tixi íå âõîäèò â ýëåìåíòàðíóþ äèçúþíêöèþ cj, òî

Φ3(Pj−1+
i ) = Φ2(Qj−

i ) = Φ(Qj+
i−1) = Pj−i−1.

p
j−1b4l+5c
id1e

��

q
jb4l+3c
i−1d−1e

��

q
jb4l+4c
id−1e

oo

p
jb4l+2c
i−1d±1e
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3. Åñëè ëèòåðàë ¬tixi âõîäèò â ýëåìåíòàðíóþ äèçúþíêöèþ cj, òî

Φ3(Qj+
i−1) = Φ2(Pj−i−1) = Φ(Pj−1+

i ) = Qj−
i .

p
j−1b4l+3c
id1e

��

q
jb4l+5c
i−1d−1e

��

q
jb4l+2c
id±1e

p
jb4l+4c
i−1d1e

CC��������������������

4. Φ4(Qj−
0 ) = Φ3(Pj+0 ) = Φ2(Pj−1−

n ) = Φ(Qj+
n ) = Pj−n .

p
j−1b2l+2c
nd−1e

��

q
jb2l+1c
nd−1e

��

q
jb2l+4c
0d1e

��

p
jb2lc
nd−sgn(l)e p

jb2l+3c
0d−1e p

jb2l+3c
0d−1e

^^

Çäåñü l = m− j.
Ñåòü äîêàçàòåëüñòâà (π, ϕ, ψ) óäîâëåòâîðÿåò äîêàçàòåëüíûì óñëî-

âèÿì (1) è (2), òîëüêî åñëè äëÿ âñåõ i è j âåðíî, ÷òî π(Pj+i ) = Pj−i è

π(Qj+
i ) = Qj−

i . Â ýòîì ñëó÷àå îíà òàêæå óäîâëåòâîðÿåò äîêàçàòåëüíûì

óñëîâèÿì (3) è (6).

Òåïåðü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âûâîäèìîñòè ñåêâåíöèè F1 . . . Fn → G

íàäî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ èç ëåììû 4.0.6 äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ

NW.

Ëåììà 4.2.1. Äëÿ âñåõ 0 < i ≤ n è 0 < j ≤ m âûïîëíÿåòñÿ

Pj−1+
i ψ∗Qj−

i .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ i = n ýòî âåðíî, òàê êàê

Ψ3(Pj−1+
n ) = πΦπ(Pj−1+

n ) = πΦ(Pj−1−
n ) = π(Qj+

n ) = Qj−
n .

49



p
j−1b4l+4±1c
nd1e

//

��

p
j−1b2l+2c
nd−1e

��

q
jb4l+3±1c
nd±1e q

jb2l+1c
nd−1e

oo

Ïóñòü i < n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ i′ = i + 1 óòâåðæäåíèå áûëî äîêà-

çàíî. Ñ÷èòàåì, ÷òî â ýëåìåíòàðíóþ äèçúþíêöèþ c0 íå âõîäèò íè îäèí

ëèòåðàë. Òîãäà åñòü ÷åòûðå ñëó÷àÿ:

1. Åñëè ëèòåðàë ¬ti+1
xi+1 íå âõîäèò â ýëåìåíòàðíûå äèçúþíêöèè cj−1

è cj, òî Ψ2(Pj−1+
i ) = Pj−1+

i+1 , Ψ2(Qj−
i+1) = Qj−

i è Pj−1+
i+1 ψ∗Qj−

i+1. Îòñþäà

ïîëó÷àåì, ÷òî Pj−1+
i ψ∗Qj−

i .

p
j−1b4l+4±1c
id1e

//

��

p
j−1b4l+6c
id1e

// p
j−1b4l+5c
i+1d1e

��

q
jb4l+3±1c
id±1e p

jb4l+3c
id−1e

oo p
jb4l+4c
i+1d−1e

oo

2. Åñëè ëèòåðàë ¬ti+1
xi+1 íå âõîäèò â ýëåìåíòàðíóþ äèçúþíêöèþ cj−1,

íî âõîäèò â cj, òî Ψ3(Pj−1+
i ) = πΦπ(Pj−1+

i ) = πΦ(Pj−1−
i ) = π(Qj+

i ) =

Qj−
i .

p
j−1b4l+4±1c
id1e

//

��

p
j−1b4l+6c
id−1e

��

q
jb4l+3±1c
id±1e q

jb4l+5c
id−1e

oo

3. Åñëè ëèòåðàë ¬ti+1
xi+1 âõîäèò â ýëåìåíòàðíóþ äèçúþíêöèþ cj−1,

íî íå âõîäèò â cj, òî Ψ2(Pj−1+
i ) = Pj−2+

i+1 , Ψ2(Qj
i+1) = Qj−

i ,

Φ(Qj−1+
i+1 ) = Pj−1+

i+1 , Pj−2+
i+1 ψ∗Qj−1−

i+1 è Pj−1+
i+1 ψ∗Qj−

i+1. Îòñþäà ïîëó÷à-
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åì, ÷òî Pj−1+
i ψ∗Qj−

i .

p
j−2b4l+7c
i+1d1e

��

q
j−1b4l+6c
i+1d1e

��

p
j−1b4l+4±1c
id1e

//

��

p
j−1b4l+8c
id1e

BB��������������������

p
j−1b4l+5c
i+1d1e

��

q
jb4l+3±1c
id±1e q

jb4l+3c
id−1e

oo q
jb4l+4c
i+1d−1e

oo

4. Åñëè ëèòåðàë ¬ti+1
xi+1 âõîäèò â îáå ýëåìåíòàðíûå äèçúþíêöèè cj−1

è cj, òî Ψ2(Pj−1+
i ) = Pj−2+

i+1 , Ψ2(Qj−1−
i+1 ) = Qj−

i è Pj−2+
i+1 ψ∗Qj−1−

i+1 . Îò-

ñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî Pj−1+
i ψ∗Qj−

i .

p
j−2b4l+7c
i+1d1e

��

q
j−1b4l+6c
i+1d−1e

����������������������

p
j−1b4l+4±1c
id1e

//

��

p
j−1b4l+8c
id1e

BB��������������������

q
jb4l+3±1c
id±1e q

jb4l+5c
id−1e

oo

Ëåììà 4.2.2. Äëÿ âñåõ 0 ≤ i ≤ n è 0 < j ≤ n, âûïîëíÿåòñÿ Qj+
i ψ

∗Pj−i .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ i = 0 ýòî âåðíî, òàê êàê Ψ3(Qj+
0 ) = πΦπ(Qj+

0 ) =

πΦ(Qj−
0 ) = π(Pj+0 ) = Pj−0

q
jb4l+4±1c
0d−1e

@AGF ED...
BC
oo

��

q
jb2l+4c
0d1e

��

p
jb4l+3±1c
0d±1e p

jb2l+3c
0d−1e

BC

EDGF ...

@A
//
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Ïóñòü i > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ i′ = i − 1 óòâåðæäåíèå áûëî

äîêàçàíî. Ñ÷èòàåì, ÷òî â ýëåìåíòàðíóþ äèçúþíêöèþ cm+1 íå âõîäèò íè

îäèí ëèòåðàë. Òîãäà åñòü ÷åòûðå ñëó÷àÿ:

1. Åñëè ëèòåðàë ¬tixi íå âõîäèò â ýëåìåíòàðíûå äèçúþíêöèè cj+1 è cj,

òî Ψ2(Qj+
i ) = Qj+

i−1, Ψ
2(Pj−i−1) = Pj−i , èQj+

i−1ψ
∗Pj−i−1. Îòñþäà ïîëó÷àåì,

÷òî Qj+
i ψ

∗Pj−i .

q
jb4l+3c
i−1d−1e

��

q
jb4l+4c
id−1e

oo q
jb4l+4±1c
id−1e

oo

��

p
jb4l+2c
i−1d1e

// p
jb4l+1c
id1e

// p
jb4l+3c
id±1e

2. Åñëè ëèòåðàë ¬tixi íå âõîäèò â ýëåìåíòàðíóþ äèçúþíêöèþ cj+1, íî

âõîäèò â cj, òî Ψ3(Qj+
i ) = πΦπ(Qj+

i ) = πΦ(Qj−
i ) = π(Pj+i ) = Pj−i .

q
jb4l+2c
id1e

��

q
jb4l+4±1c
id−1e

oo

��

p
jb4l+1c
id1e

// p
jb4l+3±1c
id±1e

3. Åñëè ëèòåðàë ¬tixi âõîäèò â ýëåìåíòàðíóþ äèçúþíêöèþ cj+1, íî íå

âõîäèò â cj, òî Ψ2(Qj+
i ) = Qj+

i−1, Ψ2(Pj+1−
i−1 ) = Pj−i , Φ(Pj+i−1) = Qj+1+

i−1 ,

Qj+
i−1ψ

∗Pj−i−1, è Q
j+1+
i−1 ψ∗Pj+1−

i−1 . Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî Qj+
i ψ

∗Pj−i .

q
jb4l+3c
i−1d−1e

��

q
jb4l+4c
id−1e

oo q
jb4l+4±1c
id−1e

oo

��

p
jb4l+2c
i−1d−1e

��

p
jb4l−1c
id1e

// p
jb4l+3±1c
id±1e

q
j+1b4l+1c
i−1d−1e

��

p
j+1b4lc
i−1d1e

CC��������������������

4. Åñëè ëèòåðàë ¬tixi âõîäèò â îáå ýëåìåíòàðíûå äèçúþíêöèè cj+1 è

cj, òî Ψ2(Qj+
i ) = Qj+1+

i−1 , Ψ2(Pj+1−
i−1 ) = Pj−i , è Qj+1+

i−1 ψ∗Pj+1−
i−1 . Îòñþäà

52



ïîëó÷àåì, ÷òî Qj+
i ψ

∗Pj−i .

q
jb4l+2c
id−1e

����������������������

q
jb4l+4±1c
id−1e

oo

��

p
jb4l−1c
id1e

// p
jb4l+3±1c
id±1e

q
j+1b4l+1c
i−1d−1e

��

p
j+1b4lc
i−1d1e

CC��������������������

Èç ëåìì 4.2.1 è 4.2.2 ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî åñëè i > 0 è j ≤ j′,

òî Pj+i ψ∗P
j′+
i è Pj−i <ψ Pj

′−
i .

Ëåììà 4.2.3. Åñëè 0 ≤ i < i′ ≤ n, òî Pj+i ψ∗P
j+
i′ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ëèòåðàë ¬ti+1
xi+1 âõîäèò â ýëåìåíòàðíóþ äèçú-

þíêöèþ cj, òî Ψ2(Pj+i ) = Pj−1+
i+1 è Pj−1+

i+1 ψ∗Pj+i+1. Åñëè ëèòåðàë ¬ti+1
xi+1

âõîäèò â ýëåìåíòàðíöþ äèçúþíêöèþ cj+1, òî Ψ(Pj+1−
i ) = Pj+i+1 è

Pj−i ψ∗P
j+1−
i . Åñëè íè òî, íè äðóãîå íå âåðíî, òî Ψ2(Pj+i ) = Pj+i+1. Ýòî

çíà÷èò, ÷òî Pj+i ψ∗P
j+
i+1 è ïîýòîìó P

j+
i ψ

∗Pj+i′ .

Èç ëåììû 4.2.3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ i > 0, âåðíî, ÷òî Pm+
i ψ+Pm−n .

Ëåììà 4.2.4. Ñåêâåíöèÿ F1(t1) . . . Fn(tn)→ G âûâîäèòñÿ â L(\, /) (è â

L∗(\, /)), åñëè è òîëüêî åñëè 〈t1, . . . , tn〉 åñòü âûïîëíÿþùàÿ îöåíêà äëÿ

ôîðìóëû c1 ∧ . . . ∧ cm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 〈t1, . . . , tn〉 åñòü âûïîëíÿþùàÿ îöåíêà äëÿ ôîð-
ìóëû c1 ∧ . . . ∧ cm. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ëåììû 4.2.1, 4.2.2 è 4.2.3,

åäèíñòâåííûìè ýëåìåíòàìè NW, äëÿ êîòîðûõ ìû íå ïðîâåðèëè âûïîë-

íÿåìîñòü óñëîâèÿ èç ëåììû 4.0.6, ÿâëÿþòñÿ Pj+0 .

Òàê êàê Φ(P0+
0 ) = P0−

n , äëÿ P0+
0 óñëîâèå èç ëåììû 4.0.6 âûïîëíåíî

â ñâÿçè ñ ëåììîé 4.2.3. Ïóñòü j > 0. Òîãäà Φ(Pj+0 ) = Pj−1−
n , è íàì íàäî
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äîêàçàòü, ÷òî Pj+0 ψ∗Pj−1−
n . Ñóùåñòâóåò i, òàêîå ÷òî ëèòåðàë ¬tixi âõî-

äèò â ýëåìåíòàðíóþ äèçúþíêöèþ cj. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ψ(Pj−i−1) = Pj−1+
i

è ïî ëåììå 4.2.3 Pj+0 ψ∗Pj+i−1 è Pj−1+
i ψ∗Pj−1+

n . Îòñþäà Pj+0 ψ∗Pj−1−
n è ïî

ëåììå 4.0.6 ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ñåòè äîêàçàòåëüñòâà (π, ϕ, ψ) âûïîëíåíû

äîêàçàòåëüíûå óñëîâèÿ (4) è (5). Çíà÷èò L∗(\, /) ` F1(t1) . . . Fn(tn)→ G.

p
j−1b4l+3c
i′d1e

... // p
j−1b2l+2c
nd−1e

p
jb4l+3±1c
0d1e

... // p
jb4l+4c
i′d1e

;;wwwwwwww

p
jb2l+3c
0d−1e

cc

BC

EDGF ...

@A
//

Ïóñòü 〈t1, . . . , tn〉 íå ÿâëÿåòñÿ âûïîëíÿþùåé îöåíêîé äëÿ ôîðìó-

ëû c1∧ . . .∧cm. Ñóùåñòâóåò j, òàêîå ÷òî íèêàêîé ëèòåðàë ¬tixi íå âõîäèò
â ýëåìåíòàðíóþ äèçúþíêöèþ cj. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ 0 < i ≤ n, âûïîë-

íÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ Ψ2i(Qj+
n ) = Qj+

n−i, Ψ(Pj−1−
n ) = Qj+

n è Ψ(Qj−
0 ) = Pj+0 .

Îòñþäà Pj−1−
n ψ∗Pj+0 . Ýòî çíà÷èò, ÷òî åäèíñòâåííî âîçìîæíàÿ ñåòü äîêà-

çàòåëüñòâà íå ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü äîêàçàòåëüíîìó óñëîâèþ (4). Çíà÷èò

ïî òåîðåìå 1

L∗(\, /) 6` F1(t1) . . . Fn(tn)→ G.

p
j−1b2l+2c
nd−1e

��

q
jb4l+4±1c
0d±1e

@A

GF ED...

BC
ooq

jb2l+1c
nd−1e

...oo q
jb2l+4c
0d1e

��

p
jb2l+3c
0d−1e

[[

Òàê êàê ñåòü äîêàçàòåëüñòâà óäîâëåòâîðÿåò äîêàçàòåëüíîìó óñëî-

âèþ (6), òî

L(\, /) ` F1(t1) . . . Fn(tn)→ G⇔ L∗ ` F1(t1) . . . Fn(tn)→ G

è ëåììà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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Ëåììà 4.2.5. Åñëè L(\, /) ` Π → A, à ñåêâåíöèÿ Π′ → A′ åñòü ðå-

çóëüòàò çàìåíû âñåõ âõîæäåíèé ïðèìèòèâíîãî òèïà p ïðèìèòèâ-

íûì òèïîì q â ñåêâåíöèè Π→ A, òî L(\, /) ` Π′ → A′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîìåíÿâ p íà q âåçäå â âûâîäå ñåêâåíöèè Π→ A, ìû

ïîëó÷èì âûâîä ñåêâåíöèè Π′ → A′.

Ëåììà 4.2.6.

L(\, /) `Fi(1)→ (Bi\Ai),

L(\, /) `Fi(0)→ (Bi\Ai).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì áóëåâó ôîðìóëó îò äâóõ ïåðåìåííûõ c′1∧
. . . ∧ c′m, ãäå

c′j =

(x1 ∨ x2), åñëè ëèòåðàë ¬1xi âõîäèò â cj,

x1, åñëè ëèòåðàë ¬1xi íå âõîäèò cj.

Ïóñòü F ′1(1)F ′2(1)→ G′ � ñåêâåíöèÿ, ïîñòðîåííàÿ äëÿ ýòîé ôîðìó-

ëû. Ñîãëàñíî ëåììå 4.2.4, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî L(\, /) ` F ′1(1)F ′2(1)→
G′.

Ïîìåíÿâ pj0 íà a
j
i , q

j
0 íà b

j
i , p

j
1 íà p

j
i−1, q

j
1 íà q

j
i−1, p

j
2 íà p

j
i è q

j
2 íà

qji , ïîëó÷èì ñåêâåíöèþ BiFi(1)→ Ai. Ïî ëåììå 4.2.5 ïîëó÷àåì L(\, /) `
BiFi(1)→ Ai. Îòñþäà L(\, /) ` Fi(1)→ (Bi\Ai).

Ñäåëàâ òî æå ñàìîå äëÿ ôîðìóëû îò äâóõ ïåðåìåííûõ c′1∧. . .∧c′m,
ãäå

c′j =

(x1 ∨ x2), åñëè ëèòåðàë ¬0xi âõîäèò â cj,

x1, åñëè ëèòåðàë ¬0xi íå âõîäèò cj,

ìû ïîëó÷èì L(\, /) ` BiFi(0) → Ai. Îòñþäà L(\, /) ` Fi(0) → (Bi\Ai).

Ëåììà 4.2.7. L(\, /) ` Πi → Fi(ti), ãäå ti ∈ {0, 1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 4.2.6 èìååì L(\, /) ` Fi(1)→ (Bi\Ai)

è L(\, /) ` Fi(1) → (Bi\Ai). Òîãäà ìû ìîæåì âûâåñòè Πi → Fi(ti), ãäå

ti ∈ {0, 1}, ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Fi(0)→ Fi(0) Fi(1)→ (Bi\Ai)

Fi(0)(Fi(0)\Fi(1))→ (Bi\Ai)
(\ →)

Fi(0)→ Fi(0);

(Fi(0)/(Bi\Ai))Fi(0)(Fi(0)\Fi(1))→ Fi(0)
(/→)

Fi(0)→ (Bi\Ai) Fi(0)→ Fi(0)

Fi(0)/(Bi\Ai)Fi(0)→ Fi(0)
(/→)

Fi(1)→ Fi(1).

(Fi(0)/(Bi\Ai))Fi(0)(Fi(0)\Fi(1))→ Fi(1)
(\ →)

Ëåììà 4.2.8. Åñëè ôîðìóëà c1 ∧ . . . ∧ cm âûïîëíèìà, òî L(\, /) `
Π1 . . .Πn → G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 〈t1, . . . , tn〉 åñòü âûïîëíÿþùàÿ îöåíêà äëÿ ôîð-
ìóëû c1 ∧ . . . ∧ cm. Ñîãëàñíî ëåììå 4.2.4 L(\, /) ` F1(t1) . . . Fn(tn) → G.

Ïðèìåíÿåì ëåììó 4.2.7 è ïðàâèëî ñå÷åíèÿ n ðàç è ïîëó÷àåì ñåêâåíöèþ

Π1 . . .Πn → G.

Òåïåðü áóäåì äîêàçûâàòü äðóãóþ ÷àñòü òåîðåìû î ñâåäåíèè.

Ïóñòü L∗(\, /) ` Π1 . . .Πn → G. Ðàññìîòðèì

W = J(F1(0)/(B1\A1))K〈0〉JF1(0)K〈0〉J(F1(0)\F1(1))K〈0〉 . . .

. . . J(Fn(0)/(Bn\An))K〈0〉JFn(0)K〈0〉J(Fn(0)\Fn(1))K〈0〉JGK.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ

ìíîæåñòâà PW è ïîäñòðîê ñòðîêè W:

Fi = J(F1(0)/(B1\A1))K〈0〉JF1(0)K〈0〉J(F1(0)\F1(1))K〈0〉

F0
i = Fi . . .Fi−1JFi(0)K〈0〉x F0

i
′ = JFi(0)K〈0〉

Ai = F0
i (JAiK〈1〉)〈0〉 A′i = (JAiK〈1〉)〈0〉

Bi = Ai((JBiK〈−1〉)〈1〉)〈0〉 B′i = ((JBiK〈−1〉)〈1〉)〈0〉

Hi = BiJFi(0)K〈0〉

Ci = Hi(JFi(0)K〈−1〉)〈1〉 F0
i
′′ = (JFi(0)K〈−1〉)〈1〉

F1
i = CiJFi(1)K〈0〉 F1

i
′ = JFi(1)K〈0〉
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Ëåììà 4.2.9. Åñëè L∗(\, /) ` Π1 . . .ΠiFi+1(ti+1) . . . Fn(tn) → G, òî ñó-

ùåñòâóåò òàêîå ti ∈ {0, 1}, ÷òî

L∗(\, /) ` Π1 . . .Πi−1Fi(ti) . . . Fn(tn)→ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì W′ = F1
iW′′, ãäå W′′ =

JFi+1(ti+1)K〈0〉 . . . JFn(tn)K〈0〉JGK. Ïî òåîðåìå 4.0.6 äëÿ W′ ñóùåñòâó-

åò ñåòü äîêàçàòåëüñòâà (π, ϕ, ψ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ äîêàçàòåëüíûì

óñëîâèÿì (1)�(5). Óñëîâèå èç ëåììû 4.0.6 òàêæå âûïîëíåíî.

Ïóñòü W′0 = F1
i−1JFi(0)K〈0〉W′′ è W′1 = F1

i−1JFi(1)K〈0〉W′′.
Äëÿ êàæäîãî j åñòü ðîâíî äâà ýëåìåíòà PW′, òàêèå ÷òî t(A) = aji ,

è ðîâíî äâà ýëåìåíòà, òàêèå ÷òî t(A) = bji . Ýòî çíà÷èò, ÷òî ýòè ïàðû

ýëåìåíòîâ π-çàìêíóòû.

Åñòü øåñòü ýëåìåíòîâ PW′, òàêèõ ÷òî t(A) = p0
i . Îáîçíà÷èì èõ

P1, . . . ,P6, òàê ÷òî P1 @ . . . @ P6. Âåðíî ñëåäóþùåå:

F1
i−1 @ P1 @ F0

i @ P2 @ Ai @ Bi @ P3 @

@ Hi @ P4 @ Ci @ P5 @ F1
i @ P6.

Ìíîæåñòâî {P1, . . . ,P6} ÿâëÿåòñÿ π-çàìêíóòûì. P1,P3,P5 ∈ NW.
Ìíîæåñòâà [P1,P2]@ è [P4,P5]@ íå ìîãóò áûòü π-çàìêíóòû, ñäåëîâà-

òåëüíî åñòü òîëüêî äâå âîçìîæíîñòè: ëèáî π(P1) = P4, π(P3) = P2 è

π(P5) = P6,

F0
i
′

���
��

A′i B′i F0
i
′

��

F0
i
′′ F1

i
′

���
��

Fti+1

i+1
′

ëèáî π(P1) = P6, π(P3) = P4 è π(P5) = P2.

F0
i
′

��

A′i B′i F0
i
′

��

F0
i
′′ F1

i
′

��

Fti+1

i+1
′

Ïóñòü π(P1) = P4, π(P3) = P2 è π(P5) = P6. Çàìåòèì, ÷òî t(Ci) = pmi−1 è

Ci ∈ NW′.
Åñëè i = 1, òî ñóùåñòâóåò òîëüêî äâà âàðèàíòà äëÿ π(Ci): îäèí

� ýòî pmblc0d1e , à äðóãîé � C1p
mblc
0d1e , ãäå l = 2 èëè l = 4. Ïåðâûé âàðèàíò
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íåâîçìîæåí ïî ëåììå 2.1.5. Ñëåäîâàòåëüíî, π(C1) = p
mblc
0d1e è [p

mblc
0d1e ,C1]@

ÿâëÿåòñÿ π-çàìêíóòûì.

F0
1
′

��

A′1 B′1 F0
1
′

��

F0
1
′′

?

��
?

��


��	�	 
�...
OO
F1

1
′

���
��

�	
�OO
Ft22 ′

Åñëè i > 1, òî åñòü ÷åòûðå âàðèàíòà äëÿ π(Ci): F1
i−1p

mblc
i−1d1e,

Cipmblci−1d1e, ãäå l = 2 èëè l = 4, Hi−1p
mb2c
i−1d1e, è F

0
i−1p

mb2c
i−1d−1e. Âòîðîé âà-

ðèàíò íåâîçìîæåí. Åñëè π(Ci) = Hi−1p
mb2c
i−1d1e, òî π(Ci−1) = Ci−1p

mblc
i−2d1e,

ãäå l = 2 èëè l = 4, ÷òî íåâîçìîæíî ïî ëåììå 2.1.5. Åñëè æå

π(Ci) = F0
i−1p

mb2c
i−1d−1e, òî òàê êàê ïîëóèíòåðâàë (F0

i−1,Ci]@ ÿâëÿåòñÿ ϕ-

çàìêíóòûì è π-çàìêíóòûì, ¬(Gψ∗F0
i−1p

mb2c
i−1d−1e) äëÿ âñåõ G /∈ (F0

i−1,Ci]@.
Íî Ψ2(Ci) = Φ(π(Ci)) = Φ(F0

i−1p
mb2c
i−1d−1e) = F0

i−1 /∈ (F0
i−1,Ci]@. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ¬(Ciψ∗Hip
mb2c
id1e ), íî Ciϕ∗Hip

mb2c
id1e è óñëîâèå èç ëåììû 4.0.6 íå âû-

ïîëíåíî. Çíà÷èò, π(Ci) = F1
i−1p

mblc
i−1d1e è (F1

i−1,Ci]@ ÿâëÿåòñÿ π-çàìêíóòûì.

F0
i−1
′ A′i−1OO

B′i−1 F0
i−1
′ F0

i−1
′′

?
��


��	�	 
�...
OO

F1
i−1
′

�	
�OO
F0
i
′

��

A′i B′i F0
i
′

��

F0
i
′′

?

��

?

��

?

��
?

��


��	�	 
�...
OO
F1
i
′

���
��

�	
�OO
Fti+1

i+1
′

Ïîñêîëüêó (F1
i−1,Ci]@ ÿâëÿåòñÿ π-çàìêíóòûì è ϕ-çàìêíóòûì, ïî

ëåììå 2.2.8 äëÿ W′1 ñóùåñòâóåò ñåòü äîêàçàòåëüñòâà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì (1)�(5), è

L∗(\, /) ` Π1 . . .Πi−1Fi(1) . . . Fn(tn)→ G.

Ïóñòü òåïåðü π(P1) = P6, π(P3) = P4 è π(P5) = P2. Ïóñòü E =

F0
ip
mb2c
id−1e.

Åñòü òîëüêî äâà âàðèàíòà äëÿ π−1(E): îäèí � ýòî F0
i , à äðóãîé

� F1
i . Ïåðâûé âàðèàíò íåâîçìîæåí ïî ëåììå 2.1.5. Çíà÷èò, π(E) = F1

i è

(F0
i ,F1

i ]@ ÿâëÿåòñÿ π-çàìêíóòûì.

F0
i
′

��
?

���
��

A′i
��	 ...
OO� �

B′i F0
i
′

��

F0
i
′′ F1

i
′

��

?

��

Fti+1

i+1
′
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Ïîñêîëüêó (F0
i ,F1

i ]@ ÿâëÿåòñÿ π-çàìêíóòûì è ϕ-çàìêíóòûì, ïî

ëåììå 2.2.8 äëÿ W′0 ñóùåñòâóåò ñåòü äîêàçàòåëüñòâà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì (1)�(5), è

L∗(\, /) ` Π1 . . .Πi−1Fi(0) . . . Fn(tn)→ G.

Ëåììà 4.2.10. Åñëè L∗(\, /) ` Π1 . . .Πn → G, òî ôîðìóëà c1 ∧ . . .∧ cm
âûïîëíèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèâ n ðàç ëåììó 4.2.9, ïîëó÷èì â ðåçóëüòà-

òå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ îöåíêà 〈t1, . . . , tn〉 ∈ {0, 1}n, ÷òî L∗(\, /) `
F1(t1) . . . Fn(tn) → G. Ñîãëàñíî ëåììå 4.2.4 ýòî çíà÷èò, ÷òî 〈t1, . . . , tn〉
åñòü âûïîëíÿþùàÿ îöåíêà äëÿ ôîðìóëû c1 ∧ . . . ∧ cm.

Òàê êàê äëÿ âñåõ ñåêâåíöèé L(\, /) ` Π→ A⇒ L∗(\, /) ` Π→ A,

ëåììà 4.2.8 è ëåììà 4.2.10 äàþò íàì ëåììó 4.1.1.
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Ãëàâà 5

Ôðàãìåíò èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà ñ

îäíèì äåëåíèåì

Âî ôðàãìåíòå èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà ñ îäíèì äåëåíèåì L(\) äëÿ ñîçäàíèÿ
ñëîæíûõ òèïîâ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî îäíà îïåðàöèÿ � \. Ñîîòâåòñòâåí-
íî, èç ïðàâèë îñòàþòñÿ òîëüêî (→ \), è (\ →). Ïîëíîå èñ÷èñëåíèå Ëàì-

áåêà ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì ðàñøèðåíèåì ôðàãìåíòà ñ îäíèì äåëåíè-

åì. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü èñ÷èñëåíèå L∗(\). Êàê è â ïîëíîì
èñ÷èñëåíèè, ïðàâèëî ñå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìûì.

5.1 Êðèòåðèé âûâîäèìîñòè

Äëÿ îïèñàíèÿ âûâîäèìîñòè â èñ÷èñëåíèè L(\) ìû áóäåì ïîëüçî-

âàòüñÿ äðóãèì ïðåäñòàâëåíèåì ñåêâåíöèé. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

J·K′ : Tp(\)→ FS:

JpK′ = p
b1c
d0e;

J(A\B)K′ = JBK′(JAK′)〈0〉;

Çäåñü èñïîëüçîâàíî îòîáðàæåíèå (·)〈0〉, îïðåäåëåííîå â ðàçäåëå 2.1.
Áîëåå ïðîñòàÿ ñòðóêòóðà òèïîâ â ýòîì ôðàãìåíòå ïîçâîëÿåò èñ-

ïîëüçîâàòü òîëüêî àòîìû âèäà pbicd0e, ãäå i > 0, äëÿ îäíîçíà÷íîé ïåðåäà÷è

ñòðóêòóðû èñõîäíîãî òèïà.
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Ëåãêî ïðîâåðèòü èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ òèïà, ÷òî d(JAK′) = 1,

è, åñëè A íå ïðèìèòèâåí, ñòðîêà JAK′ èìååò âèä pb2cd0eA.
Ñåêâåíöèè A1 . . . An → B ìû ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñòðîêóW =

JA1K′ . . . JAnK′(JBK′)〈0〉.

Òàêæå ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ äðóãèìè ñåòÿìè äîêàçàòåëüñòâ. Ìû

íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü îòíîøåíèå ϕ è ôóíêöèþ Φ, îïðåäåëåííûå â

ðàçäåëå 2.1. Ôóíêöèÿ π áóäåò îïðåäåëåíà íà âñåì ìíîæåñòâå PW. Ñåòüþ
äîêàçàòåëüñòâà ìû áóäåì íàçûâàòü ñàìó ôóíêöèþ π.

Ðàññìîòðèì íîâûå äîêàçàòåëüíûå óñëîâèÿ:

1'. Äëÿ âñåõ A ∈ PW âåðíî, ÷òî π2(A) = A.

2'. Äëÿ âñåõ A ∈ PW âåðíî, ÷òî t(π(A)) = t(A).

3'. µ−π (A) @ µ−π (B)⇒ µ+
π (A) @ µ−π (B) ∨ µ+

π (B) @ µ+
π (A).

4'. d(µ+
π (A)) = d(µ−π (A)) + 1.

5'. Åñëè d(µ+
π (A)) = 2j äëÿ íåêîòîðîãî j > 0, òî ñóùåñòâóåò òàêîå

B ∈ (µ−π (A), µ+
π (A))@, ÷òî d(B) < 2j.

6'. Åñëè d(µ+
π (A)) = 2j äëÿ íåêîòîðîãî j > 0, òî ëèáî ñóùåñòâóåò òàêîå

B ∈ (µ−π (A), µ+
π (A))@, ÷òî d(B) < 2j, ëèáî

π(A) = max
@
{B | ∀C ∈ (A,B]@d(C) > d(A)}.

Òåîðåìà 4. L(\) ` A1 . . . An → B, åñëè è òîëüêî åñëè n > 0 è äëÿ

W = JA1K′ . . . JAnK′(JBK′)〈0〉

ñóùåñòâóåò ñåòü äîêàçàòåëüñòâà π, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äîêàçàòåëü-

íûì óñëîâèÿì (1')-(5').

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒) Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî êîíñòðóêöèè èç ëåììû

2.2.1, îòíîñÿùèåñÿ ê ïðàâèëàì (→ \) è (\ →) ñîõðàíÿþò âûïîëíåíèå

äîêàçàòåëüíûõ óñëîâèé (1')�(5') ïðè óñëîâèè, ÷òî äàííîå ïðèìåíåíèå
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ïðàâèëà êîððåêòíî â ðàññìàòðèâàåìîì èñ÷èñëåíèè. Íàäî òîëüêî äîîïðå-

äåëÿòü π íà êàæäîì øàãå äëÿ ýëåìåíòîâ PW \ NW.
(⇐) Èíäóêöèÿ ïî äëèíåW. Åñëè äëèíàW ðàâíà 2 è ìû ðàññìàò-

ðèâàåì èñ÷èñëåíèå L(\), òî ñåêâåíöèÿ ìîæåò áûòü òîëüêî âèäà p → p.

Ýòà ñåêâåíöèÿ âûâîäèìà â L(\).
Ïóñòü òåïåðü äëÿ âñåõ ñåêâåíöèé äëÿ êîòîðûõ äëèíà ñîîòâåòñòâó-

þùåé ñòðîêè ìåíüøå äëèíû W óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûïîëíåíî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî B = (Ck\(. . . \(C1\p))). Â ýòîì ñëó÷àå ñåêâåí-

öèè A1 . . . An → B è C1 . . . CkA1 . . . An → p âûâîäÿòñÿ èëè íå âûâîäÿòñÿ

îäíîâðåìåííî. Ðàññìîòðèì

W′ = JC1K′ . . . JCkK′JA1K′ . . . JAnK′p
b2c
d0e.

ÄëÿW′ ñóùåñòâóåò ñåòü äîêàçàòåëüñòâà π′, óäîâëåòâîðÿþùàÿ âñåì
íåîáõîäèìûì äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì. Åå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñåòè äî-

êàçàòåëüñòâà π, ïðèìåíèâ êîíñòðóêöèþ, îáðàòíóþ òîé, ÷òî ìû èñïîëü-

çîâàëè â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.2.1 ïðè ðàçáîðå ïðàâèëà (→ \), è äî-

îïðåäåëèâ ôóíêöèþ π′ äëÿ ýëåìåíòîâ PW \ NW.
Ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

Ai =

JC1K′ . . . JCiK′, åñëè 0 < i ≤ k;

JC1K′ . . . JCkK′JA1K′ . . . JAi−kK′, åñëè k < i ≤ n+ k.

Ñòðîêà W′ èìååò âèä W′′qb1cd0ep
b2c
d0e. Åñëè π

′ óäîâëåòâîðÿåò äîêàçà-

òåëüíûì óñëîâèÿì (1')�(4'), òî q = p è π′(W′′qb1cd0e) = W′.
Òàê êàê d(An+k−1) = 1, äëÿ òîãî ÷òîáû âûïîëíÿëîñü äîêàçàòåëü-

íîå óñëîâèå (4') äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óòâåðæåíèå

π′(An+k−1) ∈ (An+k−1;W′]@.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òèï An íå ìîæåò áûòü ïðèìèòèâíûì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî An = (D\p). Â ýòîì ñëó÷àå W′′ åñòü ñòðîêà

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñåêâåíöèè C1 . . . CkA1 . . . An−1 → D. Îãðàíè÷èâ π′ íà

PW′′ ìû ïîëó÷èì ñåòü äîêàçàòåëüñòâà äëÿ W′′, óäîâëåòâîðÿþùóþ âñåì
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íåîáõîäèìûì äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì. Çíà÷èò, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èí-

äóêöèè, L(\) ` C1 . . . CkA1 . . . An−1 → D.

Ïðèìåíèâ ïðàâèëî (→ \) ê ñåêâåíöèÿì C1 . . . CkA1 . . . An−1 → D

è p → p ìû ïîëó÷èì C1 . . . CkA1 . . . An → p. Ñëåäîâàòåëüíî, L(\) `
A1 . . . An → B.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî An = (D\(E\F )). Â ýòîì ñëó÷àå,

W′ = An+k−1JDK′〈0〉JEK′〈0〉JF K′〈0〉pb2cd0e.

Äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óòâåðæåíèå

π′(An+k−1) ∈ (An+k−1;W′]@.

Eäèíñòâåííûé âàðèàíò � An+k−1q
b2c
d0e, ïîòîìó ÷òî èíà÷å íåëüçÿ îïðåäå-

ëèòü π′(An+k−1q
b2c
d0e) òàê ÷òîáû âûïîëíÿëèñü äîêàçàòåëüíûå óñëîâèÿ (4')

è (5').

Ðàññìîòðèì B = An+k−1JDK′〈0〉tb2cd0e. Äëÿ âûïîëíåíèÿ äîêàçàòåëü-

íîãî óñëîâèÿ (5') íåîáõîäèìî, ÷òîáû π′(B) = Aj äëÿ íåêîòîðîãî 0 < j <

n+ k − 1.

Åñëè j > k, òî ñòðîêà Aj�An+k−1JDK′〈0〉 åñòü ñòðîêà ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ ñåêâåíöèè Aj−k+1 . . . An−1 → D, à AjJEK′〈0〉JF K′〈0〉pb2cd0e � ñòðîêà,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñåêâåíöèè C1 . . . CkA1 . . . Aj(E\F ) → p. Åñëè j ≤ k,

òî ñòðîêà Aj�An+k−1JDK′〈0〉 åñòü ñòðîêà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñåêâåíöèè

Cj . . . CkA1 . . . An−1 → D, à AjJEK′〈0〉JF K′〈0〉pb2cd0e � ñòðîêà, ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ ñåêâåíöèè C1 . . . Cj(E\F )→ p. Òàêæå èç âûïîëíåíèÿ äîêàçàòåëü-

íîãî óñëîâèÿ (3') äëÿ ñåòè äîêàçàòåëüñòâà π′ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ýòèõ ñòðîê

ñóùåñòâóþò ñâîè ñåòè äîêàçàòåëüñòâà, óäîâëåòâîðÿþùåì äîêàçàòåëüíûì

óñëîâèÿì (1')�(5'). Çíà÷èò, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ýòè ñåêâåíöèè

âûâîäÿòñÿ. Ïðèìåíÿÿ ê íèì ïðàâèëî (\ →), ìîæíî ïîëó÷èòü ñåêâåíöèþ

C1 . . . CkA1 . . . Aj(E\F )→ p. Ñëåäîâàòåëüíî L(\) ` A1 . . . An → B.

Òåîðåìà 5. L∗(\) ` A1 . . . An → B, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ

W = JA1K′ . . . JAnK′(JBK′)〈0〉

63



ñóùåñòâóåò ñåòü äîêàçàòåëüñòâà π, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äîêàçàòåëü-

íûì óñëîâèÿì (1')-(4') è (6').

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒) Ýòà ÷àñòü äîêàçûâàåòñÿ òàê æå êàê àíàëîãè÷íàÿ

÷àñòü â òåîðåìå 4.

(⇐) Çäåñü òàêæå èñïîëüçóåòñÿ èíäóêöèÿ ïî äëèíå W. Åñëè äëè-

íà W ðàâíà 2 òî ñåêâåíöèÿ ìîæåò èìåòü âèä p → p èëè → p\p. Ýòè
ñåêâåíöèè âûâîäèìû â L∗(\).

Ïóñòü òåïåðü äëÿ âñåõ ñåêâåíöèé äëÿ êîòîðûõ äëèíà ñîîòâåòñòâó-

þùåé ñòðîêè ìåíüøå äëèíû W óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûïîëíåíî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî B = (Ck\(. . . \(C1\p))). Â ýòîì ñëó÷àå ñåêâåí-

öèè A1 . . . An → B è C1 . . . CkA1 . . . An → p âûâîäÿòñÿ èëè íå âûâîäÿòñÿ

îäíîâðåìåííî. Ðàññìîòðèì

W′ = JC1K′ . . . JCkK′JA1K′ . . . JAnK′p
b2c
d0e.

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé òåîðåìû, çäåñü âîçìîæíî n = 0.

Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû, äëÿ W′ ñóùåñòâó-
åò ñåòü äîêàçàòåëüñòâà π′, óäîâëåòâîðÿþùàÿ âñåì íåîáõîäèìûì äîêàçà-

òåëüíûì óñëîâèÿì.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Bi =

Ci, åñëè 0 < i ≤ k;

Ai−k, åñëè k < i ≤ n+ k;

Bi = JB1K′ . . . JBiK′.

Ñòðîêà W′ èìååò âèä W′′qb1cd0ep
b2c
d0e. Åñëè π

′ óäîâëåòâîðÿåò äîêàçà-

òåëüíûì óñëîâèÿì (1')�(4'), òî q = p è π′(W′′qb1cd0e) = W′.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Bn+k = (D\p). Â ýòîì ñëó÷àå W′′ åñòü ñòðîêà

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñåêâåíöèè B1 . . . Bn+k−1 → D. Îãðàíè÷èâ π′ íà PW′′
ìû ïîëó÷èì ñåòü äîêàçàòåëüñòâà äëÿ W′′, óäîâëåòâîðÿþùóþ âñåì íåîá-

õîäèìûì äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì. Çíà÷èò, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóê-

öèè, L∗(\) ` B1 . . . Bn+k−1 → D.
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Ïðèìåíèâ ïðàâèëî (→ \) ê ñåêâåíöèÿìB1 . . . Bn+k−1 → D è p→ p

ìû ïîëó÷èì C1 . . . CkA1 . . . An → p. Ñëåäîâàòåëüíî, L∗(\) ` A1 . . . An →
B.

Òàê êàê äëèíàW′ áîëüøå 2, èëèBn+k íå ïðèìèòèâíûé, èëè n+k >

1. Âî âòîðîì ñëó÷àå òàê êàê d(Bn+k−1) = 1, äëÿ òîãî ÷òîáû âûïîëíÿëîñü

äîêàçàòåëüíîå óñëîâèå (4') äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óòâåðæåíèå

π′(Bn+k−1) ∈ (Bn+k−1;W′]@.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òèï Bn+k íå ìîæåò áûòü ïðèìèòèâíûì è â ýòîì

ñëó÷àå.

Ïóñòü Bn+k = (D1\(...\(Dl\p))). Îáîçíà÷èì Di = JDiK′〈0〉. Ðàñ-

ñìîòðèì π′(Bn+k−1q
b2c
d0e). Åñëè ýòî Bn+k−1D1, òî, çíà÷èò, äëÿ ñòðîê

Bn+k−1D2 . . .Dlpb1cd0ep
b2c
d0e è D1 ñóùåñòâóþò ñåòè äîêàçàòåëüñòâà, óäîâëåòâî-

ðÿþùèå äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì (1')�(4') è (6'). Ýòè ñòðîêè ñîîòâåò-

ñòâóþò ñåêâåíöèÿì B1 . . . Bn+k−1(D2\(...\(Dl\p))) → p è → D1. Çíà÷èò

ýòè ñåêâåíöèè âûâîäÿòñÿ, à çíà÷èò, âûâîäèòñÿ è A1 . . . An → B. Åäèí-

ñòâåííûé äðóãîé âàðèàíò äëÿ π′(Bn+k−1q
b2c
d0e) ýòî Bn+k−1. Â ýòîì ñëó÷àå

ïîñìîòðèì ñóùåñòâóåò ëè l′ < l òàêîå, ÷òî π′(Bn+k−1D1 . . .Dl′tb2cd0e) = Ag
äëÿ íåêîòîðîãî g < n+ k − 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîå l′ åñòü è ðàññìîòðèì íàèìåíüøåå èç èìå-

þùèõñÿ. Òîãäà ñòðîêà Bg�Bn+k−1D1 åñòü ñòðîêà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñå-

êâåíöèè Bg+1 . . . Bn+k−1 → D, à BgD2 . . .Dlpb1cd0ep
b2c
d0e � ñòðîêà, ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ ñåêâåíöèè B1 . . . Bg(D2\(...\(Dl\p)))→ p. Äëÿ ýòèõ ñòðîê ñó-

ùåñòâóþò ñåòè äîêàçàòåëüñòâà, óäîâëåòâîðÿþùèå äîêàçàòåëüíûì óñëî-

âèÿì (1')�(4') è (6'). Çíà÷èò, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ýòè ñåêâåíöèè

âûâîäÿòñÿ. Ïðèìåíÿÿ ê íèì ïðàâèëî (\ →), ìîæíî ïîëó÷èòü ñåêâåíöèþ

C1 . . . CkA1 . . . An → p. Ñëåäîâàòåëüíî L∗(\) ` A1 . . . An → B.

Åñëè òàêîãî l′ íåò, òî, çíà÷èò, åñòü ñåòè äîêàçàòåëüñòâà äëÿ

ñòðîê An+k−1D1 è D2 . . .Dlpb1cd0ep
b2c
d0e. Ýòè ñòðîêè ñîîòâåòñòâóþò ñåêâåíöèÿì

B1 . . . Bn+k−1 → D1 è D2\(D2\(...\(Dl\p))) → p. Çíà÷èò, ïî ïðåäïîëî-

æåíèþ èíäóêöèè ýòè ñåêâåíöèè âûâîäÿòñÿ. Ïðèìåíÿÿ ê íèì ïðàâèëî
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(\ →), ìîæíî ïîëó÷èòü ñåêâåíöèþ C1 . . . CkA1 . . . An → p. Ñëåäîâàòåëü-

íî L∗(\) ` A1 . . . An → B.

5.2 Àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè

Ïóñòü (Σ,P, R,B) � ãðàììàòèêà Ëàìáåêà, îñíîâàííàÿ íà L(\) èëè L∗(\).
Äëÿ êàæäîé áóêâû a ∈ Σ ïóñòü ka îáîçíà÷àåò |R(a)| � êîëè÷åñòâî òè-

ïîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äàííîé áóêâå. Ïóñòü Aa
j îáîçíà÷àåò j-é òàêîé òèï.

Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîé áóêâû a, R(a) = {Aa
1, . . . , A

a
ka}.

Äëÿ êàæäîé áóêâû a ∈ Σ, äëÿ êàæäîãî i ≤ ka, ïóñòü Aai = JAa
i K′.

Ïóñòü òàêæå B = JBK′〈0〉.

Ðàçìåðîì ãðàììàòèêè íàçîâåì ÷èñëî |B|+
∑

a∈Σ
∑ka

i=1 |Aai |.

Òåîðåìà 6. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî äàííîìó ñëîâó è äàí-

íîé ãðàììàòèêå, îñíîâàííîé íà L(\) èëè L∗(\), ðàñïîçíàåò ïðèíàä-

ëåæíîñòü ýòîãî ñëîâà ÿçûêó, ïîðîæäåííîìó äàííîé ãðàììàòèêîé, çà

âðåìÿ, îãðàíè÷åííîå ïîëèíîìîì îò äëèíû ñëîâà è ðàçìåðà ãðàììàòè-

êè.

Äàëüíåéøåå ñîäåðæàíèå ðàçäåëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîêàçàòåëü-

ñòâî ýòîé òåîðåìû.

Ïóñòü äàíî ñëîâî x ∈ Σ+. Ñèìâîëîì xi áóäåì îáîçíà÷àòü i-þ áóêâó

ñëîâà x. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðîâåðèòü ñóùåñòâóþò ëè ÷èñëà

mi ≤ kxi òàêèå, ÷òî L(\) ` Ax1
m1
. . . Axn

mn
→ B.

Ìû áóäåì èñêàòü íóæíûå mi è ñòðîèòü ñåòü äîêàçàòåëüñòâà ïî-

ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå.

Ïóñòü Qa îáîçíà÷àåò ñëåäóþùóþ ñòðîêó â àëôàâèòå At∪{〈, 〉, ∗}:

〈∗Aa1 ∗ . . . ∗ Aaka∗〉 .

Ñòðîêà Qa ñîäåðæèò îáðàçû âñåõ òèïîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðèñâîåíû

áóêâå a, ïðè îòîáðàæåíèè J·K′.
Ïóñòü W x îáîçíà÷àåò ñëåäóþùóþ ñòðîêó:
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Qx1 . . . Qxn〈∗B .

Ïóñòü W x
i îáîçíà÷àåò i-é ñèìâîë ñòðîêè W x, à W x

[i,j] � ïîäñòðîêó

W x, íà÷èíàþùóþñÿ ñ i-é ïîçèöèè è çàêàíöèâàþùóþñÿ j-é (îòäåëüíû-

ìè ñèìâîëàìè çäåñü ìû ñ÷èòàåì àòîìû, çâåçäî÷êè è óãëîâûå ñêîáêè,

W x
[1,|W x|] = W x).

Âûäåëèì ñëåäóþùèå êëàññû ïîäñòðîê W x:

1. Ñòðîêà W x
[i,j] íàçûâàåòñÿ ñòðîêîé ïåðâîãî ðîäà, åñëè îíà íå ñîäåð-

æèò çâåçäî÷åê è óãëîâûõ ñêîáîê.

2. Ñòðîêà W x
[i,j] íàçûâàåòñÿ ñòðîêîé âòîðîãî ðîäà, åñëè îíà èìååò âèä

D∗U〉 . . . 〈V ∗C ãäå C,D ∈ FS, à ñòðîêè U è V íå ñîäåðæàò óãëîâûõ

ñêîáîê.

3. ÑòðîêàW x
[i,j] íàçûâàåòñÿ ñòðîêîé òðåòüåãî ðîäà, åñëè îíà èìååò âèä

〈. . .〉 . . . 〈V ∗C, ãäå C ∈ FS, à ñòðîêà V íå ñîäåðæèò óãëîâûõ ñêîáîê.

Ðàññìîòðèì M(i, j) � ôóíêöèþ ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

M(i, j) = 1 åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

1. Ñòðîêà W x
[i,j] ïåðâîãî ðîäà è äëÿ ýòîé ñòðîêè åñòü ñåòü äîêàçàòåëü-

ñòâà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íóæíûì äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì.

2. Ñòðîêà W x
[i,j] âòîðîãî ðîäà è ñðåäè èìåþùèõñÿ g ïàð óãëîâûõ ñêî-

áîê, äëÿ h-é òàêîé ïàðû ñóùåñòâóåò ñòðîêà âèäà ∗Eh∗ ìåæäó íèìè
òàêàÿ, ÷òî Eh ∈ FS, è äëÿ ñòðîêè W = DE1 . . .EgC åñòü ñåòü äî-

êàçàòåëüñòâà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íóæíûì äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì.

Çäåñü g ìîæåò ðàâíÿòñÿ 0.

3. Ñòðîêà W x
[i,j] òðåòüåãî ðîäà è ñðåäè èìåþùèõñÿ g ïàð óãëîâûõ ñêî-

áîê, äëÿ h-é òàêîé ïàðû ñóùåñòâóåò ñòðîêà âèäà ∗Dh∗ ìåæäó íè-

ìè òàêàÿ, ÷òî Dh ∈ FS, è äëÿ ñòðîêè W = D1 . . .DgC åñòü ñåòü

67



äîêàçàòåëüñòâà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íóæíûì äîêàçàòåëüíûì óñëîâè-

ÿì. Çäåñü g ìîæåò ðàâíÿòñÿ 0, òîëüêî åñëè ãðàììàòèêà îñíîâàíà íà

L∗(\).

Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ M(i, j) = 0.

Ñòðîêà W x ñàìà ÿâëÿåòñÿ ïîäñòðîêîé òðåòüåãî ðîäà. Çíà÷èò, åñ-

ëè M(1, |W x|) = 1, òî â êàæäîé èç n ïàð óãëîâûõ ñêîáîê åñòü ïîä-

ñòðîêà âèäà ∗Dj∗ ìåæäó íèìè òàêàÿ, ÷òî äëÿ ñòðîêè D1 . . .DnB ñó-

ùåñòâóåò ñåòü äîêàçàòåëüñòâà óäîâëåòâîðÿþùàÿ íóæíûì äîêàçàòåëü-

íûì óñëîâèÿì. Âñå òàêèå Dj ìåæäó j-é ïàðîé óãëîâûõ ñêîáîê ÿâëÿ-

þòñÿ îáðàçàìè ðàçëè÷íûõ òèïîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ áóêâå xj ïðè îòîá-

ðàæåíèè J·K′. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóþò Axj
mi òàêèå, ÷òî äëÿ ñòðîêè

Ax1
m1
. . .Axn

mn
B ñóùåñòâóåò ñåòü äîêàçàòåëüñòâà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ âñåì

íåîáõîäèìûì äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì. Ïî òåîðåìå 4 èëè 5 ïîëó÷àåì,

÷òî L(\)(∗) ` Ax1
m1
. . . Axn

mn
→ B, à çíà÷èò, x ïðèíàäëåæèò ÿçûêó, ïîðîæ-

äàåìîìó äàííîé ãðàììàòèêîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè M(1, |W x|) = 0,

òî x î÷åâèäíî íå ïðèíàäëåæèò ýòîìó ÿçûêó.

Ìû áóäåì ðàññ÷èòûâàòü M(i, j) äèíàìè÷åñêè. Ñíà÷àëà ïîëîæèì

äëÿ âñåõ i < n M(i, i + 1) = 1 åñëè W x
i = p

b2k+1c
d0e è W x

i+1 = p
b2k+2c
d0e

äëÿ íåêîòîðûõ p ∈ P è k ∈ N. Åñëè ãðàììàòèêà îñíîâàíà íà L∗(\), òî
äîïîëíèòåëüíî ïîëîæèìM(i, i+1) = 1, åñëèW x

i = p
b2kc
d0e èW x

i+1 = p
b2k+1c
d0e

äëÿ íåêîòîðûõ p ∈ P è k ∈ N, è ýòî íå ïðîòèâîðå÷èò äîêàçàòåëüíîìó

óñëîâèþ (6'). Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àõ ïîëîæèì M(i, j) = 0.

Êàê îïðåäåëèòü çíà÷åíèå M(i, j), åñëè ìû óæå çíàåì çíà÷åíèÿ

M(g, h) äëÿ âñåõ g è h òàêèõ, ÷òî 1 6 g < h 6 n è h − g < j − i?

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ:

1. Ïîäñòðîêà W x
[i,j] èìååò âèä p

b1c
d0e ∗U〉〈V ∗ p

b2c
d0e, ãäå U è V íå ñîäåðæàò

óãëîâûõ ñêîáîê. Òîãäà ïîëîæèì M(i, j) = 1.

2. Ïðåäïîëîæèì ÷òî W x
i è W x

j ÿâëÿþòñÿ àòîìàìè. Åñëè ñóùåñòâóåò

g òàêîå ÷òî i < g < j − 1, W x
g ∈ Atn, W x

g+1 ∈ Atn, M(i, g) = 1, è

M(g + 1, j) = 1, òî ïîëîæèì M(i, j) = 1.
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3. Ïóñòü W x
i = p

bmc
d0e è W x

j = p
bm+1c
d0e äëÿ íåêîòîðûõ p ∈ P è m ∈ N.

Åñëè M(i+ 1, j− 1) = 1 è m íå÷åòíî òî ïîëîæèì M(i, j) = 1. Åñëè

m ÷åòíî, òî íàäî äîïîëíèòåëüíî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå äîêàçàòåëü-

íîãî óñëîâèÿ (5) èëè (6) äëÿ ýòîãî ýëåìåíòà.

4. ÏîäñòðîêàW x
[i,j] èìååò âèä p

b1c
d0e∗. . .〉 . . . 〈. . . p

b2c
d0e. ÅñëèM(g, j−1) = 1,

ãäå g åñòü íîìåð ïîçèöèè â W x ïåðâîé óãëîâîé ñêîáêè â ïîäñòðîêå

W x
[i,j], òî ïîëîæèì M(i, j) = 1.

5. ÏîäñòðîêàW x
[i,j] èìååò âèä 〈. . .〉 . . . 〈. . . p

bkc
d0e. Åñëè ñóäåñòâóåò g òàêîå

÷òî i < g < j, W x
g = ∗, ïîäñòðîêà W x

[i+1,g] íå ñîäåðæèò óãëîâûõ

ñêîáîê, è M(g + 1, j) = 1, òî ïîëîæèì M(i, j) = 1.

Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïîëîæèì M(i, j) = 0.

Ëåììà 5.2.1 (Êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà). Îïèñàííûé àëãîðèòì êîð-

ðåêòíî âû÷èñëÿåò M(i; j).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì íàçûâàòü ïîäñòðîêè W x
[i,j], äëÿ êîòîðûõ

M(i, j) = 1 `ïðèíÿòûìè'. Ìû áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî àëãîðèòì ïðà-

âèëüíî âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ M(i, j) äëÿ âñåõ ïîäñòðîê, èíäóêöèåé ïî

äëèíå ïîäñòðîêè. Êàæäàÿ ïðèíÿòàÿ ïîäñòðîêà çàêàí÷èâàåòñÿ íà àòîì,

è îí âõîäèò â òó ÷àñòü ïîäñòðîêè, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò ñåòü äîêàçà-

òåëüñòâà. Íå ñóùåñòâóåò ïðèíÿòûõ ñòðîê, ñîäåðæàùèõ çâåçäî÷êè, íî íå

ñîäåðæàùèõ óãëîâûõ ñêîáîê.

Ïðèíÿòûå ïîäñòðîêè äëèíû 2 ìîãóò áûòü òîëüêî ïåðâîãî ðîäà è

èìåòü âèä p
b2k+1c
d0e p

b2k+2c
d0e äëÿ íåêîòîðûõ p ∈ P è k ∈ N. Â ñëó÷àå åñ-

ëè ãðàììàòèêà îñíîâàíà íà L∗(\), ïîäñòðîêà òàêæå ìîæåò èìåòü âèä

p
b2kc
d0e p

b2k+1c
d0e åñëè ýòî íå ïðîòèâîðå÷èò äîêàçàòåëüíîìó óñëîâèþ (6'). Àë-

ãîðèòì ïðàâèëüíî âû÷èñëÿåò M(i, i+ 1) äëÿ âñåõ i.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîäñòðîêè W x
[i,j] äëèíû l > 2 òàêèå, ÷òî äëÿ

âñåõ i è j > i òàêèõ, ÷òî j − i < l, àëãîðèòì ïðàâèëüíî âû÷èñëÿåò

ôóíêöèþ M(i, j).

69



1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäñòðîêà W x
[i,j] ïåðâîãî ðîäà. Ïóñòü îíà ïðèíÿ-

òà, òî åñòü äëÿ íåå åñòü ñåòü äîêàçàòåëüñòâà π, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

íåîáõîäèìûì äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì. Åñòü äâà ðàçëè÷íûõ ñëó-

÷àÿ. Åñëè π(W x
i ) 6= W x

[i,j], òî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ïîä-

ñòðîêè W x
i,b è W x

[b+1,j, ãäå b ýòî íîìåð ïîçèöèè, ñîîòâåòñòâóþùèé

π(W x
i ), áûëè êîððåêòíî ïðèíÿòû àëãîðèòìîì. Ñëåäîâàòåëüíî, àë-

ãîðèòì ïðèìåò è ïîäñòðîêó W x
[i,j] ïî âòîðîìó ïóíêòó èç îïèñàíèÿ

àëãîðèòìà. Åñëè π(W x
i ) 6= W x

[i,j], òî, çíà÷èò, W
x
[i+1,j−1] òàêæå ïðèíÿ-

òà è, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, àëãîðèòì ïðàâèëüíî ýòî îïðå-

äåëèë. Ñëåäîâàòåëüíî, àëãîðèòì ïðèìåò è ïîäñòðîêó W x
[i,j] ïî òðå-

òüåìó ïóíêòó èç îïèñàíèÿ àëãîðèòìà. Åñëè ñåòè äîêàçàòåëüñòâà íå

ñóùåñòâóåò è ïîäñòðîêà W x
[i,j] íå ÿâëÿåòñÿ ïðèíÿòîé, òî àëãîðèòì

êîððåêòíî âû÷èñëèò, ÷òî M(i, j) = 0.

2. Ïóñòü ïîäñòðîêà W x
[i,j] âòîðîãî ðîäà. Åñëè îíà ïðèíÿòà, òî äëÿ ñî-

îòâåòñòâóþùåé ñòðîêè W åñòü ñåòü äîêàçàòåëüñòâà π, óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ âñåì íåîáõîäèìûì äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì. Ïóñòü i′ åñòü

íîìåð ïîçèöèè â ñòðîêåW x, ñîîòâåòñòâóþùåé π(W x
i ). Ðàçáåðåì ñíà-

÷àëà ñëó÷àé, êîãäà i′ 6= j. Ââèäó âûïîëíåíèÿ äîêàçàòåëüíîãî óñëî-

âèÿ (4'), èìååì d(W x
i′ ) > 1. Ýòî çíà÷èò, ÷òî W x

i′+1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ

àòîìîì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîäñòðîêè W x
[i,i′] è W

x
[i′+1,j] ÿâëÿþòñÿ áîëåå

êîòîðêèìè ïðèíÿòûìè ïîäñòðîêàìè ïåðâîãî èëè âòîðîãî ðîäà. Ïî

ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, îíè áûëè ïðèíÿòû àëãîðèòìîì. Ñëåäî-

âàòåëüíî, àëãîðèòì ïðèìåò è ïîäñòðîêóW x
[i,j] ïî âòîðîìó ïóíêòó èç

îïèñàíèÿ àëãîðèòìà.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî i′ = j. Åñëè d(W x
i ) > 1, òî d(W x

j ) > 2.

Çíà÷èò èW x
i+1 èW

x
j−1 ÿâëÿþòñÿ àòîìàìè. Çíà÷èò ïîäñòðîêà âòîðîãî

ðîäà W x
[i+1,j−1] ÿâëÿåòñÿ áîëåå êîðîòêîé è ïðèíÿòîé. Ïî ïðåäïîëî-

æåíèþ èäóêöèè, îíà áûëà ïðèíÿòà àëãîðèòìîì, à çíà÷èò, àëãîðèòì

ïðèìåò è ïîäñòðîêóW x
[i,j] ïî òðåòüåìó ïóíêòó èç îïèñàíèÿ àëãîðèò-

ìà. Ïóñòü òåïåðü d(W x
i ) = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, d(W x

j ) = 2. Åñòü äâà
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ñëó÷àÿ. Åñëè W x
j−1 ÿâëÿåòñÿ àòîìîì, òî ïîäñòðîêà òðåòüåãî ðîäà

W x
[g,j−1], ãäå g åñòü íîìåð ïîçèöèè, ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðâîé îòêðû-

âàþùåé óãëîâîé ñêîáêå â W x
[i,j], ÿâëÿåòñÿ áîëåå êîðîòêîé ïðèíÿòîé

ïîäñòðîêîé. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, îíà áûëà ïðèíÿòà àë-

ãîðèòìîì. Ñëåäîâàòåëüíî, àëãîðèòì ïðèìåò è ïîäñòðîêó W x
[i,j] ïî

÷åòâåðòîìó ïóíêòó èç îïèñàíèÿ àëãîðèòìà. Åñëè æå W x
j−1 ÿâëÿåòñÿ

çâåçäî÷êîé, òî ïîäñòðîêà W x
[i,j] ìîæåò áûòü ïðèíÿòà, òîëüêî åñëè

îíà èìååò âèä p
b1c
d0e ∗ U〉〈V ∗ p

b2c
d0e, ïîñêîëüêó èíà÷å íå ñóùåñòâóåò

ñïîñîáà êîððåêòíî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ π äëÿ ïðåäïîñëåäíåãî ýëå-

ìåíòà W, òàê êàê çíà÷åíèå ôóíêöèè d íà ýòîì ýëåìåíòå ðàâíî 1.

Àëãîðèòì íàõîäèò è ïðèíèìàåò âñå ñòðîêè òàêîãî âèäà ïî ïåðâîìó

ïóíêòó îïèñàíèÿ.

Åñëè íå ñóùåñòâóåò W òðåáóåìîãî âèäà, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò

ñåòü äîêàçàòåëüñòâà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ âñåì íåîáõîäèìûì äîêàçà-

òåëüíûì óñëîâèÿì, òî íèêàêîé èç ïóíêòîâ àëãîðèòìà íå ïðèìåíèì

è àëãîðèòì ïðàâèëüíî âû÷èñëèò M(i, j) = 0.

3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäñòðîêà W x
[i,j] òðåòüåãî ðîäà. Åñëè îíà ïðèíÿ-

òà, òî ìåæäó ïåðâîé ïàðîé óãëîâûõ ñêîáîê ñóùåñòâóåò ïîäñòðîêà

âèäà ∗D1∗ òàêàÿ, ÷òî D1 @ W. Ïóñòü i′ ýòî íîìåð ïîçèöèè, ñîîò-

âåòñòâóþùèé ïåðâîìó àòîìó èç D1. Ïîäñòðîêà âòîðîãî ðîäà W x
[i′,j]

ÿâëÿåòñÿ áîëåå êîðîòêîé ïðèíÿòîé ïîäñòðîêîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî

ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, îíà áûëà ïðèíÿòà àëãîðèòìîì. Ñëåäî-

âàòåëüíî, àëãîðèòì ïðèìåò è ïîäñòðîêó W x
[i,j] ïî ïÿòîìó ïóíêòó èç

îïèñàíèÿ àëãîðèòìà. Åñëè ãðàììàòèêà îñíîâàíà íà L∗(\), òî åñòü

äîïîëíèòåëüíûé ñëó÷àé, êîãäà â ïîäñòðîêåW x
[i,j] íåò íè îäíîé ïàðû

óãëîâûõ ñêîáîê. Â ýòîì ñëó÷àå îíà ìîæåò áûòü ïðèíÿòà òîëüêî åñëè

ïðèíÿòà ñòðîêà ïåðâîãî ðîäà W x
[g,j], ãäå W

x
g−1 ÿâëÿåòñÿ çâåçäî÷êîé.

Â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì òàêæå ïðèìåò ïîäñòðîêó W x
[i,j] ïî ïÿòîìó

ïóíêòó èç îïèñàíèÿ àëãîðèòìà.

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, àëãîðèòì ïðàâèëüíî âû÷èñëèò M(i, j) = 0.
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Ìû ìîæåì ïðîâåðèòü âñå òðåáóåìûå àëãîðèòìîì óñëîâèÿ íà ñòðî-

êó W x
[i,j] çà O(j − i) øàãîâ. Âñåãî ó íàñ åñòü O(|W x|2). Äëèíà ñòðîêè

ëèíåéíî çàâèñèò îò ðàçìåðà âõîäíûõ äàííûõ. Çíà÷èò àëãîðèòì îïðåäå-

ëÿåò ïðèíàäëåæíîñòü ñëîâà ÿçûêó, ïîðîæäàåìîìó äàííîé ãðàììàòèêîé,

îñíîâàííîé íà L(\) èëè L∗(\) çà êóáè÷åñêîå âðåìÿ.
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