
ÌÎÑÊÎÂÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ
ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ èì. Ì. Â. ËÎÌÎÍÎÑÎÂÀ

Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

ÓÄÊ 510.662

Ñàâàòååâ Þðèé Âÿ÷åñëàâîâè÷

Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü
ôðàãìåíòîâ èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà

Ñïåöèàëüíîñòü 01.01.06 � ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà, àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë

ÀÂÒÎÐÅÔÅÐÀÒ
äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè
êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ìîñêâà 2009



Ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè è òåîðèè
àëãîðèòìîâ Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð Ïåíòóñ Ìàòè Ðåéíîâè÷

Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê
Ëûñåíîê Èãîðü Ãåðîíòüåâè÷

êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê
Êóäèíîâ Àíäðåé Âàëåðüåâè÷

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èìåíè Ñ. Ë. Ñîáîëåâà
Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ ÐÀÍ

Çàùèòà äèññåðòàöèè ñîñòîèòñÿ 11 äåêàáðÿ 2009 ãîäà â 16 ÷àñîâ 45
ìèíóò íà çàñåäàíèè äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä.501.001.84 ïðè
Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà ïî
àäðåñó: Ðîññèéñêàÿ Ôåäåðàöèÿ, 119991, Ìîñêâà, ÃÑÏ-1, Ëåíèíñêèå
ãîðû, ä. 1, ÌÃÓ èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé
ôàêóëüòåò, àóäèòîðèÿ 14-08.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â áèáëèîòåêå
Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ (Ãëàâíîå çäàíèå, 14 ýòàæ).

Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí 11 íîÿáðÿ 2009 ãîäà.

Ó÷åíûé ñåêðåòàðü äèññåðòàöèîííîãî
ñîâåòà Ä.501.001.84 ïðè ÌÃÓ,
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð

À. Î. Èâàíîâ



Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ àëãîðèò-
ìè÷åñêîé ñëîæíîñòè ôðàãìåíòîâ èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà.

Èñ÷èñëåíèå Ëàìáåêà L áûëî ââåäåíî â 1958 ãîäó1. Îíî àêòèâíî èñ-
ïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå îñíîâû äëÿ ñîçäàíèÿ êàòåãîðèàëüíûõ ãðàììàòèê,
îïèñûâàþùèõ ñèíòàêñè÷åñêèå ñòðóêòóðû åñòåñòâåííûõ ÿçûêîâ2 3. Êàòå-
ãîðèàëüíûå ãðàììàòèêè èìåþò ðÿä ïðåèìóùåñòâ ïåðåä äðóãèìè ñïîñî-
áàìè, òàêèìè êàê êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûå ãðàììàòèêè, ââèäó ëåêñèêàëè-
çàöèè � âñÿ íåîáõîäèìàÿ èíôîðìàöèÿ õðàíèòñÿ â ëåêñèêîíå, ïîýòîìó
íåò íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàòü âñþ èìåþùóþñÿ èíôîðìàöèþ � äîñòà-
òî÷íî òîëüêî òîé, ÷òî îòíîñèòñÿ ê äàííîìó ñëó÷àþ. Òàêæå ýòî ïîçâîëÿåò
ïàðàëëåëüíî ñ àíàëèçîì ñèíòàêñè÷åñêîé ñòðóêòóðû âåñòè ñåìàíòè÷åñêèé
àíàëèç, èñïîëüçóÿ, íàïðèìåð, ãðàììàòèêó Ìîíòåãþ4.

Êëàññ ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûõ êàòåãîðèàëüíûìè ãðàììàòèêàìè, îñ-
íîâàííûìè íà èñ÷èñëåíèè Ëàìáåêà, â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ êëàññîì
êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ5. Èñ÷èñëåíèå Ëàìáåêà òàêæå òåñíî ñâÿçà-
íî ñ ëèíåéíîé ëîãèêîéÆèðàðà6 � îíî ýêâèâàëåíòíî èíòóèöèîíèñòñêîìó
íåêîììóòàòèâíîìó ôðàãìåíòó ìóëüòèïëèêàòèâíîé ëèíåéíîé ëîãèêè.

Â èñ÷èñëåíèè Ëàìáåêà èñïîëüçóþòñÿ ñèíòàêñè÷åñêèå òèïû, ïîñòðîåí-
íûå èç ïðèìèòèâíûõ ñ ïîìîùüþ òðåõ áèíàðíûõ ñâÿçîê � óìíîæåíèÿ, ëå-
âîãî äåëåíèÿ è ïðàâîãî äåëåíèÿ. Åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ôðàãìåíòû
èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà ñ îãðàíè÷åííûì íàáîðîì ñâÿçîê. Â íàñòîÿùåé ðàáî-
òå áóäóò ðàññìîòðåíû òàê íàçûâàåìûé ëåâîñòîðîííèé ôðàãìåíò L(·, \),
ôðàãìåíò áåç óìíîæåíèÿ L(\, /), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îñîáåííî âàæíûì
äëÿ ëèíãâèñòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé (áîëüøèíñòâî ãðàììàòèê, îïèñûâàþ-
ùèõ åñòåñòâåííûå ÿçûêè, îñíîâàíû èìåííî íà ýòîì ôðàãìåíòå), è ôðàã-
ìåíò èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà ñ îäíèì äåëåíèåì L(\). Òàêæå ðàññìàòðèâà-
þòñÿ èõ âàðèàíòû � ôðàãìåíòû èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà ñ ðàçðåøåííûìè
ïóñòûìè àíòåöåäåíòàìè L∗(·, \), L∗(\, /), è L∗(\).

Â êàòåãîðèàëüíûõ ãðàììàòèêàõ ñèíòàêñè÷åñêèé ðàçáîð ïðåäëîæåíèÿ

1Lambek J. The mathematics of sentence structure // American Mathematical Monthly. � 1958. �
Vol. 65, � 3. � P. 154�170. � Ðóññêèé ïåðåâîä: Ëàìáåê È. Ìàòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû
ïðåäëîæåíèé // Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëèíãâèñòèêà: Ñáîðíèê ïåðåâîäîâ / Ïîä ðåä. Þ. À. Øðåéäåðà
è äð. � Ì.: Ìèð, 1964. �- Ñ. 47�68.

2Moortgat M. Categorial type logic, // Handbook of Logic and Language / Editors J. van Benthem,
A. ter Meulen. � Elsevier. � 1997. � P. 93�177.

3Morrill G. Type Logical Grammar: Categorial Logic of Signs // Berlin: Springer. � 1994. � 328 p.
4Montague R. English as a Formal Language // Linguaggi nella societa e nella tecnica. � / Editor

Bruno Visentini. � Milan: Edizioni di Comunit�a, 1970. � P. 189�223.
5Pentus M. Lambek grammars are context free // Proceedings of the 8th Annual IEEE Symposium

on Logic in Computer Science: June 19�23, 1993. Montreal, Canada. � Los Alamitos, California: IEEE
Computer Society Press, 1993. � P. 429�433.

6Girard J.-Y. Linear logic // Theoretical Computer Science. � 1987. � Vol. 50, � 1. � P. 1�102.
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ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó âûâîäà â èñ÷èñëåíèè, ëåæàùåì â èõ îñíîâå. Ïîýòîìó
âîïðîñ îá àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ âûâîäèìî-
ñòè îñîáåííî âàæåí äëÿ ëèíãâèñòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, òàê êàê íàïðÿìóþ
ñâÿçàí ñ ýôôåêòèâíîñòüþ ðàáîòû ñèòàêñè÷åñêèõ àíàëèçàòîðîâ, îñíîâàí-
íûõ íà êàòåãîðèàëüíûõ ãðàììàòèêàõ.

Äëÿ íåàññîöèàòèâíîãî âàðèàíòà èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà äå Ãðîîòîì áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ âûâîäèìîñòè ìîæåò áûòü ðåøåíà çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ7. Äëÿ ôðàãìåíòà íåàññîöèàòèâíîãî èñ÷èñëåíèÿ
áåç óìíîæåíèÿ ýòî áûëî äîêàçàíî ðàíåå Ààðòñîì è Òðàóòâåéíîì8. Äëÿ
ñàìîãî èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà (ãäå óìíîæåíèå ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíûì),
à òàêæå äëÿ åãî âàðèàíòà L∗, ðàçðåøàþùåãî ïóñòûå àíòåöåäåíòû, áûëà
äîêàçàíà NP-ïîëíîòà çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ âûâîäèìîñòè9.

Ìû äîêàæåì, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ NP-ïîëíàÿ çàäà÷à SAT (î âûïîëíèìî-
ñòè áóëåâûõ ôîðìóë â êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå) çà ïîëèíîìè-
àëüíîå âðåìÿ ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷àì ðàñïîçíàâàíèÿ âûâîäèìîñòè
â L(·, \), L(\, /), L∗(·, \) è L∗(\, /), è òåì ñàìûì ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ âûâîäèìîñòè äëÿ ýòèõ ôðàãìåíòîâ NP-ïîëíà. Âñå êîíñòðóê-
öèè è äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðûå ìû èñïîëüçóåì ïðè ðàññìîòðåíèè L(·, \)
è L∗(·, \), ìîãóò áûòü ÿâíî ïåðåïèñàíû äëÿ ïðàâîñòîðîííåãî ôðàãìåíòà
L(·, /). Òàêèì îáðàçîì çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ âûâîäèìîñòè äëÿ L(·, /) è
L∗(·, /) òàêæå ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.

Äëÿ ôðàãìåíòà ñ îäíèì äåëåíèåì ìû ñòðîèì ïîëèíîìèàëüíûé àëãî-
ðèòì, ðåøàþùèé áîëåå îáùóþ çàäà÷ó, à èìåííî, çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ
ïðèíàäëåæíîñòè äàííîãî ñëîâà ÿçûêó, ïîðîæäàåìîìó äàííîé ãðàììà-
òèêîé, îñíîâàííîé íà ýòîì ôðàãìåíòå. Ýòî âîçìîæíî áëàãîäàðÿ áîëåå
ïðîñòîé ñòðóòóðå ñåêâåíöèé, âûâîäèìûõ â ýòîì èñ÷èñëåíèè.

Òàêèì îáðàçîì, òåïåðü äëÿ âñåõ ôðàãìåíòîâ èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà, çà-
äàííûõ îãðàíè÷åíèÿìè íàáîðà ñâÿçîê, óñòàíîâëåíû òî÷íûå îöåíêè àë-
ãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ âûâîäèìîñòè.

Â êà÷åñòâå îñíîâíîé òåõíèêè äëÿ èññëåäîâàíèÿ âûâîäèìîñòè âî ôðàã-
ìåíòàõ àññîöèàòèâíîãî èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà ìû èñïîëüçóåì òàê íàçûâà-
åìûå ñåòè äîêàçàòåëüñòâà � ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé íàãëÿäíî è êîìïàêò-
íî ïðåäñòàâëÿòü âûâîä ôîðìóëû â äàííîì èñ÷èñëåíèè, ïîëíîñòüþ ïå-

7de Groote Ph. The non-associative Lambek calculus with product in polynomial time // Automated
Reasoning with Analytic Tableaux and Related Methods / Editor N. V. Murray. � Berlin: Springer,
1999. � P. 128�139. � (Lecture Notes in Computer Science; vol. 1617).

8Aarts E., Trautwein K. Non-associative Lambek categorial grammar in polynomial time //
Mathematical logic Quarterly. � 1995. � Vol. 41, � 4. � P. 476�484.

9Pentus M. Lambek calculus is NP-complete // Theoretical Computer Science. � 2006. � Vol. 357,
� 1/3. � P. 186�201.
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ðåäàâàÿ åãî ïðèíöèïèàëüíóþ ñòðóêòóðó10 11. Â 2005 ãîäó Ïåííîì áûëà
ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ïðèìåíèòü äàííûé ìåòîä äëÿ èññëåäîâàíèÿ âûâî-
äèìîñòè âî ôðàãìåíòå èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà áåç óìíîæåíèÿ, îäíàêî òàì
íå áûëî ïîëó÷åíî íèêàêèõ ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ àëãîðèòìè÷åñêîé
ñëîæíîñòüþ12. Åùå îäèí êðèòåðèé (áëèçêèé ê êðèòåðèþ, ïðåäëîæåííî-
ìó àâòîðîì13, îäíàêî ôîðìàëüíî íåâåðíûé) äëÿ ýòîãî ôðàãìåíòà áûë
ïðåäëîæåí Ëåêîíòîì â 1993 ãîäó14.

Îòêðûòûé âîïðîñ îá NP-ïîëíîòå çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ âûâîäèìîñòè
âî ôðàãìåíòå èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà áåç óìíîæåíèÿ óïîìèíàåòñÿ â ñòà-
òüÿõ ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ è ëèíãâèñòîâ, èçó÷àþùèõ èñ÷èñëåíèå Ëàìáå-
êà7 8 9 12.
Öåëü ðàáîòû. Ïîëó÷åíèå îöåíîê àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè çàäà÷

ðàñïîçíàâàíèÿ âûâîäèìîñòè è ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè äàííîãî
ñëîâà ÿçûêó, ïîðîæäàåìîìó äàííîé êàòåãîðèàëüíîé ãðàììàòèêîé, äëÿ
ðàçëè÷íûõ ôðàãìåíòîâ èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, ñðå-

äè íèõ:

1. Çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ âûâîäèìîñòè â èñ÷èñëåíèè NP-ïîëíû äëÿ
L(·, \),L(\, /),L(·, /),L∗(·, \),L∗(\, /),L∗(·, /).

2. Çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè äàííîãî ñëîâà ÿçûêó, ïî-
ðîæäàåìîìó äàííîé êàòåãîðèàëüíîé ãðàììàòèêîé, NP-ïîëíû äëÿ
L(·, \),L(\, /),L(·, /),L∗(·, \),L∗(\, /),L∗(·, /).

3. Çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ âûâîäèìîñòè â èñ÷èñëåíèè ðàçðåøèìû çà ïî-
ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ L(\),L∗(\),L(/),L∗(/).

4. Çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè äàííîãî ñëîâà ÿçûêó, ïî-
ðîæäàåìîìó äàííîé êàòåãîðèàëüíîé ãðàììàòèêîé, ðàçðåøèìû çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ L(\),L∗(\),L(/),L∗(/).

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû òåîðèè äîêà-
çàòåëüñòâ. Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ âûâîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ

10Roorda D. Resource Logics: Proof-theoretical Investigations: Ph.D. thesis. � Amsterdam, 1991. �
138 p.

11M�etayer F. Polynomial equivalence among systems LLNC, LLNCa and LLNC0 // Theoretical
Computer Science. � 1999. � Vol. 227, � 1. � P. 221�229.

12Penn G. A Graph-Theoretic Approach to Polynomial-Time Recognition with the Lambek Calculus
// Electronic Notes in Theoretical Computer Science. � Elsevier. � 2005. � Vol. 53.

13Savateev Y. Product-free Lambek calculus is NP-complete // Logical Foundations of Computer
Science, International Symposium, LFCS 2009, Deer�eld Beach, FL, USA, January 3�6, 2009.
Proceedings / Editors S. N. Artemov and A. Nerode. � Berlin: Springer, 2009. � P. 380�394. � (Lecture
Notes in Computer Science; vol. 5407).

14Lecomte A. Towards e�cient parsing with proof-nets // EACL 1993, 6th Conference of the European
Chapter of the Association for Computational Linguistics, April 21-23, 1993. � Utrecht: OTS � Research
Institute for Language and Speech, Utrecht University, 1993. � P. 269�276.
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ïîñòðîåíèå òàê íàçûâàåìûõ ñåòåé äîêàçàòåëüñòâà ñ ðàçëè÷íûìè ñâîé-
ñòâàìè, îòâå÷àþùèìè êîíêðåòíîìó ôðàãìåíòó èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà.
Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðå-

òè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå,
ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè è ëèíãâèñòèêå.
Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü

íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ:

• Íà ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå �Âû÷èñëèòåëüíûå èíòåðïðåòàöèè äî-
êàçàòåëüñòâ� (Computational Interpretations of Proofs), Ïàðèæ,
Ôðàíöèÿ, 29�30 íîÿáðÿ 2007 ãîäà.

• Íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Ëîãè÷åñêèå ìîäåëè äîêàçàòåëüñòâ
è âû÷èñëåíèé� (LMRC-2008) Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 5�8 ìàÿ 2008 ãîäà.

• Íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Êîìïüþòåðíûå íàóêè â Ðîññèè�
(CSR-2008), Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 7�12 èþíÿ 2008 ãîäà.

• Íà ñåìèíàðå "Àëãîðèòìè÷åñêèå âîïðîñû àëãåáðû è ëîãèêè"ïîä ðó-
êîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ Ñ.È. Àäÿíà (2008, 2009).

• Íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Ëîãè÷åñêèå îñíîâû êîìïüþòåð-
íûõ íàóê� (LFCS-2009), Äèðôèëä Áè÷, ÑØÀ, 3�6 ÿíâàðÿ 2009 ãîäà.

• Íà Åâðîïåéñêîé ëåòíåé øêîëå ïî ëîãèêå, ëèíãâèñòèêå è èíôîðìà-
òèêå (ESSLLI-2009), Áîðäî, Ôðàíöèÿ, 20�31 èþëÿ 2009 ãîäà.

• Íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîé
ëîãèêè è òåîðèè àëãîðèòìîâ ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ Ñ.
È. Àäÿíà, ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà ÐÀÍ Ë. Ä. Áåêëåìèøåâà è ïðîôåñ-
ñîðà Â. À. Óñïåíñêîãî (2009).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðà-
áîòàõ [1]�[3].
Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 5 ãëàâ, ñî-

äåðæàùèõ 12 ðàçäåëîâ, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Áèáëèîãðàôèÿ ñîäåðæèò
17 íàèìåíîâàíèé. Òåêñò äèññåðòàöèè èçëîæåí íà 75 ñòðàíèöàõ.
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Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Â ãëàâå 1 ââîäÿòñÿ íóæíûå íàì ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.
Â ðàçäåëå 1.1 ôîðìóëèðóþòñÿ àêñèîìû è ïðàâèëà èñ÷èñëåíèÿ Ëàì-

áåêà.
Àññîöèàòèâíîå èñ÷èñëåíèå Ëàìáåêà ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì. Ïóñòü çàäàíî ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïðèìèòèâíûõ òèïîâ P =
{p0, p1, . . .}. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Tp L-òèïîâ (òàêæå íàçûâàåìûõ L-
òåðìàìè): (1) P ⊂ Tp; (2) åñëè A,B ∈ Tp, òî (A/B), (A\B), (A · B) ∈
Tp.

Ïðèìèòèâíûå òèïû áóäåì îáîçíà÷àòü ñòðî÷íûìè ëàòèíñêèìè áóêâà-
ìè (p, q, r, . . .), L-òèïû � çàãëàâíûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè (A,B,C . . .).
Çàãëàâíûìè ãðå÷åñêèìè áóêâàìè (Π,Γ,∆, . . .) áóäåì îáîçíà÷àòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè (âîçìîæíî ïóñòûå) L-òèïîâ. Âûðàæåíèÿ âèäà Π → A,
ãäå Π íåïóñòî, íàçûâàþòñÿ L-ôîðìóëàìè èëè ñåêâåíöèÿìè. Êîíå÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü L-òèïîâ A1, . . . , An óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü A1 . . . An.

Àêñèîìû è ïðàâèëà âûâîäà â L òàêîâû:

A→ A,
Φ→ B ΓB∆→ A

ΓΦ∆→ A
(CUT),

ΠA→ B
Π→ (B/A)

(→ /), Φ→ A ΓB∆→ C
Γ(B/A)Φ∆→ C

(/→),

AΠ→ B
Π→ (A\B)

(→ \), Φ→ A ΓB∆→ C
ΓΦ(A\B)∆→ C

(\ →),

Π→ A Φ→ B
ΠΦ→ (A ·B)

(→ ·), ΓAB∆→ C
Γ(A ·B)∆→ C

(· →).

Â ïîñûëêàõ è âûâîäàõ ïðàâèë ñòîÿò L-ôîðìóëû, Γ è ∆ ìîãóò áûòü
ïóñòûìè.

Çàïèñü L ` Π → A îçíà÷àåò, ÷òî ñåêâåíöèÿ Π → A âûâîäèìà â
èñ÷èñëåíèè L.

Èñ÷èñëåíèå L∗ îòëè÷àåòñÿ îò L òåì, ÷òî â íåì ðàçðåøåíû ïóñòûå àí-
òåöåäåíòû, òî åñòü âûðàæåíèÿ âèäà→ A, ãäå A � íåêîòîðûé òèï, òàêæå
ñ÷èòàþòñÿ ôîðìóëàìè. Ïðàâèëî ñå÷åíèÿ (CUT) ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìûì â
îáîèõ ýòèõ èñ÷èñëåíèÿõ.

Â ðàçäåëå 1.2 îïèñûâàþòñÿ èíòåðåñóþùèå íàñ ôðàãìåíòû èñ÷èñëå-
íèÿ Ëàìáåêà.

• Ëåâîñòîðîííèé ôðàãìåíò èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà. Â ýòîì ôðàãìåíòå
äëÿ îáðàçîâàíèÿ ñëîæíûõ òèïîâ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî äâå îïåðàöèè
� óìíîæåíèå è ëåâîå äåëåíèå. Âñå ñåêâåíöèè, âûâîäèìûå â ýòîì
ôðàãìåíòå, íå ñîäåðæàò çíàêà /, ïîýòîìó ïðàâèëà (→ /) è (/→)
îòñóòñòâóþò â ýòîì ôðàãìåíòå.
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• Ôðàãìåíò èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà áåç óìíîæåíèÿ. Òî æå ñàìîå, òîëüêî
çäåñü îòñóòñâóåò óìíîæåíèå.

• Ôðàãìåíò èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà ñ îäíèì äåëåíèåì. Çäåñü äëÿ îáðà-
çîâàíèÿ ñëîæíûõ òèïîâ èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî îäíà îïåðàöèÿ � ëåâîå
äåëåíèå.

Òàê æå ìû ðàññìàòðèâàåì âàðèàíòû ýòèõ ôðàãìåíòîâ, äîïóñêàþùèå ïó-
ñòûå àíòåöåäåíòû.

Â ðàçäåëå 1.3 ïîêàçûâàåòñÿ êàê ñòðîÿòñÿ ãðàììàòèêè íà îñíîâå èñ-
÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà è êàêèå ÿçûêè îíè ïîðîæäàþò.

Ãðàììàòèêà Ëàìáåêà ýòî ÷åòâåðêà (Σ,P, R,B), ãäå Σ ýòî àëôàâèò, P
� íàáîð ïðèìèòèâíûõ òèïîâ, R : Σ→ 2Tp � îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþ-
ùåå êàæäîé áóêâå àëôàâèòà êîíå÷íîå ìíîæåñòâî L-òèïîâ, ïîñòðîåííûõ
èç P, B � âûäåëåííûé L-òèï. Ñëîâî x1, . . . , xn ∈ Σ∗ ïðèíàäëåæèò ÿçûêó,
ïîðîæäàåìîìó äàííîé ãðàììàòèêîé, åñëè ñóùåñòâóþò Ai ∈ R(xi) òàêèå,
÷òî ñåêâåíöèÿ A1 . . . An → B âûâîäèòñÿ â èñ÷èñëåíèè Ëàìáåêà.

Â ðàçäåëå 1.4 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñòðóêòóðíî ýêâèâàëåíòíûõ ñåêâåí-
öèé, êîòîðîå ïîòðåáóåòñÿ íàì ïðè äîêàçàòåëüñòâå êðèòåðèÿ âûâîäèìî-
ñòè.

Â ãëàâå 2 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñåòè äîêàçàòåëüñòâà.
Â ðàçäåëå 2.1 îïèñûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ñåêâåíöèé èñ÷èñëåíèÿ

Ëàìáåêà êàê ìíîæåñòâà íà÷àë íåêîòîðîãî ñëîâà è äîêàçûâàåì ñâîéñòâà
ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Â ýòîì æå ðàçäåëå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñåòè äîêàçà-
òåëüñòâà è ôîðìóëèðóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå äîêàçàòåëüíûå óñëîâèÿ �
ñâîéñòâà ñåòåé äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ âûâîäèìîñòè èñõîäíîé ñåêâåíöèè.

Îáîçíà÷èì çà N ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (0 ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëü-
íûì ÷èñëîì). Çà Z îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë.

Ïóñòü äàíû p ∈ Tp, i ∈ N è j ∈ Z. Òîãäà íàçîâåì àòîìîì ñèìâîë
p
bjc
die . Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî At êàê ìíîæåñòâî âñåõ àòîìîâ.
Îïðåäåëèì FS êàê ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ñëîâ â àëôàâèòå At.
Ýëåìåíòû FS áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâàìè A, B, C è òàê äàëåå, ñèìâîëîì

ε áóäåì îáîçíà÷àòü ïóñòóþ ñòðîêó.
Îïðåäåëèì òðè îòîáðàæåíèÿ t : FS → P, d : FS → N è g : FS → Z

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

t(Apbjcdie ) = p; d(Apbjcdie ) = j; g(Apbjcdie ) = i.

Íà ïóñòîì ñëîâå çíà÷åíèå ýòèõ ôóíêöèé íå îïðåäåëåíî.
Ïóñòü A @ B îáîçíà÷àåò, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì íà÷àëîì B, òî

åñòü ñóùåñòâóåò C 6= ε, òàêîå ÷òî B = AC. Âûðàæåíèå A v B çíà÷èò,
÷òî ëèáî A @ B, ëèáî A = B.
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Ïóñòü PA = {B | ε @ B v A} � ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ íà÷àë A. Íà
ìíîæåñòâå PA îòíîøåíèå @ ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì ëèíåéíûì ïîðÿäêîì. Òåì
ñàìûì, îïðåäåëåíû ïîíÿòèÿ min@, max@ è [B,C]@. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò
ìíîæåñòâî {D ∈ PA | B v D v C}. Ïîëóèíòåðâàë (B,C]@ îïðåäåëÿåòñÿ
àíàëîãè÷íî.

Åñëè γ � áèíàðíîå îòíîøåíèå íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå X, òî γ+ îçíà-
÷àåò åãî òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå, à γ∗ � åãî òðàíçèòèâíî-ðåôëåêñèâíîå
çàìûêàíèå.

Ïóñòü (·)〈n〉(n ∈ Z) � ñåìåéñòâî ôóíêöèé íà FS, çàäàííîå ñëåäóþùèìè
ñîîòíîøåíèÿìè:

(p
b0c
die )
〈n〉 = p

b1c
dne,

(p
bjc
die )
〈n〉 = p

bj+1c
d−ie , äëÿ j 6= 0,

(AB)〈n〉 = (B)〈n〉(A)〈n〉.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ h : Tp→ N:

h(p) = 1; h(A/B) = h(B\A) = h(A); h(A ·B) = h(A) + h(B).

Ïåðåâîä L-òèïîâ â ýëåìåíòû FS îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþ-
ùåãî îòîáðàæåíèÿ J·K:

JpK = p
b0c
d0e;

J(A/B)K = JBK〈h(A)〉JAK;

J(A\B)K = JBKJAK〈−h(B)〉;

J(A ·B)K = JBKJAK.

Ïóñòü NA = {B ∈ PA | d(B) íå÷åòíî}.
Îïðåäåëèì áèíàðíîå îòíîøåíèå ϕ íà ìíîæåñòâå PA ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:

BϕC⇔


(B @ C) ∧ (d(C) = d(B)− 1)∧
∧(|{D | B @ D @ C, d(D) = d(C)}| < |g(B)|), åñëè g(B) ≥ 0;

(C @ B) ∧ (d(C) = d(B)− 1)∧
∧(|{D | C @ D @ B, d(D) = d(C)}| < |g(B)|), åñëè g(B) < 0.

Ïóñòü Φ(B) = {C | BϕC}.
Ðàññìîòðèì ñåêâåíöèþ A1 . . . An → B. Ïóñòü

W = JA1K〈0〉 . . . JAnK〈0〉JBK.

Íà ìíîæåñòâå PW îïðåäåëåíû îòíîøåíèå ϕ, ôóíêöèÿ Φ, à òàêæå ìíî-
æåñòâî NW.
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Ìíîæåñòâî G ⊂ PW íàçûâàåòñÿ ϕ-çàìêíóòûì, åñëè èç A ∈ G è BϕA
ñëåäóåò, ÷òî B ∈ G.

Îïðåäåëèì îòíîøåíèå β ⊆ PW × PW ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A β B⇔ (A = B) ∨ ∃C(CϕA ∧ CϕB).

Îïðåäåëèì îòíîøåíèå β′ ⊆ PW × PW ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A β′ B⇔ (AβB) ∧ ∀C(CϕA→ CϕB).

Äëÿ A ∈ PW îïðåäåëèì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî:

Fϕ(A) = {B | ∃C(Bϕ∗C ∧ A β′C) ∧ ∀D((Bϕ∗D ∧ A β D)→ A β′D)}.

Ïóñòü π ôóíêöèÿ èç NW â PW. Ïóñòü ψ áèíàðíîå îòíîøåíèå íà PW,
îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

Aψ B⇔

{
B = π(A), åñëè A ∈ NW;

AϕB, åñëè A /∈ NW è d(A) 6= 0.

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Òðîéêó (π, ϕ, ψ) áóäåì íàçûâàòü ñåòüþ äîêàçàòåëü-
ñòâà äëÿ ñëîâà W.

Îïðåäåëèì

µ−π (A) = min
@
{A; π(A)};

µ+
π (A) = max

@
{A;π(A)}.

Íàçîâåì äîêàçàòåëüíûìè óñëîâèÿìè ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà ñåòü
äîêàçàòåëüñòâà.

1. Ôóíêöèÿ π ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ìåæäó NW è PW \ NW.

2. Äëÿ ëþáîãî A ∈ NW âåðíî, ÷òî t(π(A)) = t(A).

3. µ−π (A) @ µ−π (B)⇒ µ+
π (A) @ µ−π (B) ∨ µ+

π (B) @ µ+
π (A).

4. Îòíîøåíèå (ϕ ∪ ψ)+ èððåôëåêñèâíî.

5. Äëÿ ëþáîãî A ∈ NW, òàêîãî ÷òî g(A) 6= 0, äëÿ ëþáîãî B ∈ PW\NW,
òàêîãî ÷òî Aψ+B, âåðíî, ÷òî AϕB∨∀C(AϕC→ Cψ+B)∨∀B′(BϕB′ →
∃C(AϕC ∧ B′ψ+C))

6. Äëÿ ëþáîãî A ∈ PW \ NW ñóùåñòâóþò B ∈ Fϕ(A) è C /∈ Fϕ(A),
òàêèå ÷òî Cψ∗B.

Â ðàçäåëå 2.2 ôîðìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ êðèòåðèé âûâîäèìîñòè
ñåêâåíöèé íà îñíîâå äîêàçàòåëüíûõ óñëîâèé.
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Òåîðåìà 1. L∗ ` A1 . . . An → B, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ñëîâà W =
JA1K〈0〉 . . . JAnK〈0〉JBK ñóùåñòâóåò ñåòü äîêàçàòåëüñòâà (π, ϕ, ψ), óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì (1)�(5).

L ` A1 . . . An → B, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ñëîâà W =
JA1K〈0〉 . . . JAnK〈0〉JBK ñóùåñòâóåò ñåòü äîêàçàòåëüñòâà (π, ϕ, ψ), óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ äîêàçàòåëüíûì óñëîâèÿì (1)�(6).

Â ãëàâå 3 äîêàçûâàåòñÿ NP-ïîëíîòà çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ âûâîäèìî-
ñòè äëÿ ëåâî- è ïðàâîñòîðîííåãî ôðàãìåíòîâ èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà è èõ
âàðèàíòîâ, äîïóñêàþùèõ ïóñòûå àíòåöåäåíòû.

Òåîðåìà 2. Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ âûâîäèìîñòè ñåêâåíöèé â L(·, \),
L(·, /), L∗(·, \) è L∗(·, /) NP-ïîëíà.

Ñëåäñòâèå 1. Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè äàííîãî ñëî-
âà ÿçûêó, ïîðîæäåííîìó äàííîé ãðàììàòèêîé, îñíîâàííîé íà L(·, \),
L(·, /), L∗(·, \) èëè L∗(·, /), NP-ïîëíà.

Â ðàçäåëå 3.1 ïðèâîäèòñÿ êîíñòðóêöèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ñâîäèòñÿ
èçâåñòíàÿ NP-ïîëíàÿ çàäà÷à SAT ê çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ âûâîäèìîñòè â
äàííîì ôðàãìåíòå. Äëÿ ïðàâîñòîðîííåãî ôðàãìåíòà ðàáîòàåò êîíñòðóê-
öèÿ, ñèììåòðè÷íàÿ ïîñòðîåííîé.

Äëÿ êàæäîé áóëåâîé ïåðåìåííîé xi ïóñòü ¬0xi îáîçíà÷àåò ëèòå-
ðàë ¬xi, à ¬1xi îáîçíà÷àåò ëèòåðàë xi.

Ïóñòü pji , ri, ãäå 0 ≤ i ≤ n + 1, 0 ≤ j ≤ m � ðàçëè÷íûå ïðèìèòèâíûå
òèïû èç P.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ñåìåéñòâà òèïîâ:

G0 = (p0
0\p0

n+1);

Gj = ((pj0\Gj−1) · pjn+1); G = Gm;

H0
i = (p0

i−1\p0
i );

Hj
i = (pji−1\(H

j−1 · pji )); Hi = Hm
i ;

E0
i (t) = (p0

i−1\p0
i );

Ej
i (t) =

{
((pji−1\E

j−1
i (t)) · pji ), åñëè ¬txi ïðèñóòñòâóåò â cj,

(pji−1\(E
j−1
i (t) · pji )), åñëè ¬txi íå ïðèñóòñòâóåò â cj;

Ei(t) = Em
i (t);

F1 = (E1(0) · ((E1(0)\E1(1)) · (H1\r1)));

Fi = (((Ei−1(0)\ri−1)\Ei(0)) · ((Ei(0)\Ei(1)) · (Hi\ri))),
äëÿ 1 < i < n+ 1;

Fn+1 = ((En(0)\rn)\Hn+1).
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Ëåììà 3.1.1. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. c1 ∧ . . . ∧ cm âûïîëíèìà.

2. L(·, \) ` F1 . . . Fn+1 → G

3. L∗(·, \) ` F1 . . . Fn+1 → G

Ðàçäåë 3.2 ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.1.1.

Â ãëàâå 4 äîêàçûâàåòñÿ NP-ïîëíîòà çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ âûâîäèìî-
ñòè äëÿ ôðàãìåíòà èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà áåç óìíîæåíèÿ è åãî âàðèàíòà,
äîïóñêàþùåãî ïóñòûå àíòåöåäåíòû.

Òåîðåìà 3. Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ âûâîäèìîñòè ñåêâåíöèé â L(\, /) è
L∗(\, /) NP-ïîëíà.

Ñëåäñòâèå 2. Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè äàííîãî ñëîâà
ÿçûêó, ïîðîæäåííîìó äàííîé ãðàììàòèêîé, îñíîâàííîé íà L(\, /) èëè
L∗(\, /), NP-ïîëíà.

Ýòà òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ òàêæå ñ ïîìîùüþ ñâåäåíèÿ çàäà÷è SAT ê
çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ âûâîäèìîñòè â ýòèõ ôðàãìåíòàõ.

Â ðàçäåëå 4.1 ïðèâîäèòñÿ êîíñòðóêöèÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ òàêîãî ñâå-
äåíèÿ.

Ïóñòü pji , q
j
i , a

j
i , b

j
i , ãäå 0 ≤ i ≤ n, 0 < j ≤ m� ðàçëè÷íûå ïðèìèòèâíûå

òèïû èç P.
Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ñåìåéñòâà òèïîâ:

G0 = (p0
0\p0

n)

Gj = (qjn/((q
j
0\p

j
0)\Gj−1))\pjn

G = Gm

A0
i = (a0

i\p0
i )

Aj
i = (qji /((b

j
i\a

j
i )\A

j−1
i ))\pji

Ai = Am
i

E0
i (t) = p0

i−1

Ej
i (t) =

{
qji /(((q

j
i−1/E

j−1
i (t))\pji−1)\p

j−1
i ), åñëè ¬txi åñòü â cj

(qji−1/(q
j
i /(E

j−1
i (t)\pj−1

i )))\pji−1, åñëè ¬txi íåò â cj
F j
i (t) = (Ej

i (t)\p
j
i )

Fi(t) = Fm
i (t)

B0
i = a0

i

Bj
i = qji−1/(((b

j
i/B

j−1
i )\aji )\p

j−1
i−1 )

Bi = Bm
i \pmi−1
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Ïóñòü Πi îáîçíà÷àåò ñëåäóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òèïîâ:

(Fi(0)/(Bi\Ai)) Fi(0) (Fi(0)\Fi(1)).

Ëåììà 4.1.1. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

c1 ∧ . . . ∧ cm âûïîëíèìà

L(\, /) ` Π1 . . .Πn → G

L∗(\, /) ` Π1 . . .Πn → G

Ðàçäåë 4.2 ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 4.1.1.

Â ãëàâå 5 ðàññìàòðèâàåòñÿ ôðàãìåíò èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà ñ îäíèì
äåëåíèåì.

Â ðàçäåëå 5.1 äîêàçûâàåòñÿ íîâûé êðèòåðèé âûâîäèìîñòè äëÿ ýòîãî
ôðàãìåíòà ñ èñïîëüçîâàíèåì äðóãîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñåêâåíöèé è äðóãèõ
äîêàçàòåëüíûõ óñëîâèé.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå J·K′ : Tp(\)→ FS:

JpK′ = p
b1c
d0e;

J(A\B)K′ = JBK′(JAK′)〈0〉;

Ñåêâåíöèè A1 . . . An → B ìû ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñòðîêó W =
JA1K′ . . . JAnK′(JBK′)〈0〉.

Ôóíêöèÿ π áóäåò îïðåäåëåíà íà âñåì ìíîæåñòâå PW. Ñåòüþ äîêàçà-
òåëüñòâà ìû áóäåì íàçûâàòü ñàìó ôóíêöèþ π.

Äîêàçàòåëüíûå óñëîâèÿ:

1'. Äëÿ âñåõ A ∈ PW âåðíî, ÷òî π2(A) = A.

2'. Äëÿ âñåõ A ∈ PW âåðíî, ÷òî t(π(A)) = t(A).

3'. µ−π (A) @ µ−π (B)⇒ µ+
π (A) @ µ−π (B) ∨ µ+

π (B) @ µ+
π (A).

4'. d(µ+
π (A)) = d(µ−π (A)) + 1.

5'. Åñëè d(µ+
π (A)) = 2j äëÿ íåêîòîðîãî j > 0, òî ñóùåñòâóåò òàêîå

B ∈ (µ−π (A), µ+
π (A))@, ÷òî d(B) < 2j.

6'. Åñëè d(µ+
π (A)) = 2j äëÿ íåêîòîðîãî j > 0, òî ëèáî ñóùåñòâóåò òàêîå

B ∈ (µ−π (A), µ+
π (A))@, ÷òî d(B) < 2j, ëèáî

π(A) = max
@
{B | ∀C ∈ (A,B]@d(C) > d(A)}.
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Òåîðåìà 4. L(\) ` A1 . . . An → B, åñëè è òîëüêî åñëè n > 0 è äëÿ

W = JA1K′ . . . JAnK′(JBK′)〈0〉

ñóùåñòâóåò ñåòü äîêàçàòåëüñòâà π, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äîêàçàòåëü-
íûì óñëîâèÿì (1')-(5').

Òåîðåìà 5. L∗(\) ` A1 . . . An → B, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ

W = JA1K′ . . . JAnK′(JBK′)〈0〉

ñóùåñòâóåò ñåòü äîêàçàòåëüñòâà π, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äîêàçàòåëü-
íûì óñëîâèÿì (1')-(4') è (6').

Â ðàçäåëå 5.2 ñòðîèòñÿ ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé
îïðåäåëÿòü ïðèíàäëåæíîñòü ñëîâà ÿçûêó, ïîðîæäåííîìó äàííîé ãðàì-
ìàòèêîé, çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, è äîêàçûâàåòñÿ åãî êîððåêòíîñòü.

Ïóñòü (Σ,P, R,B) � ãðàììàòèêà Ëàìáåêà, îñíîâàííàÿ íà L(\) èëè
L∗(\).

Ðàçìåðîì ãðàììàòèêè íàçîâåì ÷èñëî |JBK′|+
∑

a∈Σ
∑

A∈R(a) |JAK′|.
Òåîðåìà 6. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî äàííîìó ñëîâó è äàí-
íîé ãðàììàòèêå, îñíîâàííîé íà L(\) èëè L∗(\), ðàñïîçíàåò ïðèíàäëåæ-
íîñòü ýòîãî ñëîâà ÿçûêó, ïîðîæäåííîìó äàííîé ãðàììàòèêîé, çà âðå-
ìÿ, îãðàíè÷åííîå ïîëèíîìîì îò äëèíû ñëîâà è ðàçìåðà ãðàììàòèêè.

Àâòîð áëàãîäàðèò ñâîåãî íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ ïðîôåññîðà
M. P. Ïåíòóñà çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ïîääåðæêó è âíèìàíèå ê ðà-
áîòå.
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